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|zciliba ir personibas iezime, kas attistas ilga darba, izkopjot savas prasmes
un zinasanas. Domajot par sasniegumiem, janem véra arT zinasanu dzijums,
kas sekm@jis So izcilo sniegumu ne tikai valsts, bet arT starptautiska méroga.
Macibu priekSmetu olimpiades ir patiesi godiga sacensiba starp
zinoSakajiem un izturigakajiem skoléniem - tiem, kas nepadodas gratibam,
rod iedvesmu un meklé aizvien jaunakus un radosakus risinajumus. Gadi
pieradijusi, ka olimpiazu laureati un dalibnieki veido talantigu, ka art
konkurétspéjigu Latvijas zinatnes un uznémeéjdarbibas paaudzi ar iespéjam
radit nozimigas inovacijas un rast risinajumus sabiedribas dzives kvalitates
uzlaboSanai.

Valsts izglitibas satura centra varda vélu visiem skoléniem un vinu
pedagogiem iedvesmu, aizrautibu un izaicinajumu, risinot So olimpiazu
krajumu uzdevumus.

Liga Lejina

Valsts izglitibas satura centra vaditaja
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levads

Matematikas sacensibas — olimpiades un konkursi — paplasina skolénu redzesloku un rosina skolénus
domat par matematikas zinatnes témam. Tas dod iespéju satikties skoléniem ar lidzigam interesém un
rada sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem sasniegumiem. Matematikas sacensibu uzdevumi
attista abstrakto domasanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu péc pieradijuma. Olimpiades
sniedz skoléniem ne tikai jaunas zinasanas, bet ari veido cilvéka personibu un darba kultru, radinot
skolénus logiski sakartot savas domas un darboties secigi.

Lidzigi ka sportisti tren€jas, lai glitu panakumus sporta sacensibas, ta ari skoléniem (matematikiem)
ir jaiegulda ne mazak apjomigs darbs, lai sagatavotos un veiksmigi startétu matematikas sacensibas un
olimpiadés. Tam ir nepiecieSams ne tikai sistematisks darbs matematikas stundas skola, apgustot
pamata zinasanas un izkopjot prasmes uzdevumu risinasana, bet ari darbs arpus matematikas
stundam, pieméram, matematikas pulcinos, nodarbibas, olimpiadés, konkursos, ka ari patstavigi
trenéjoties matematikas sacensibu uzdevumu risinasana.

Darisu visu, centisos, stradasu un cinisos.
Martins Dukurs, skeletonists

Vai Tu, skolén, esi gatavs darit visu iespé&jamo, censties un stradat, lai giitu panakumus matematikas
olimpiadés un sacensibas?

Daudzi Latvija zinami zinatnieki un pétnieki savus pirmos pétniecibas solus sakusi ar piedalisanos
matematikas konkursos un olimpiadés. Latvijas Universitates profesors Andris Ambainis ir teicis: “Kad
biju 5. klase, Agnis Andzans matemdtikas olimpiade teica, ka man ir labi risinajumi, bet tos vajadzétu
sikak izskaidrot. Kops$ td laika esmu centies visu péc iespéjas paskaidrot un tagad domaju, ka Sis bija
viens no visnoderigakajiem padomiem mand karjera.”

Atkariba no klases skoléns var izvéléties kadu no talak minétajam Latvijas Universitates A. Liepas
Neklatienes matematikas skolas (LU A. Liepas NMS; http://nms.lu.lv/) organizétajam matematikas
sacensibam vai nodarbibam, kuras piedalities (skat. tabula). Piekto klaSu konkurencé minétajas
sacensibas drikst piedalities ari jaunaku klasu skoléni.

4. Kl 5. Kkl 6. KI. 7.Kl. 8. Kkl. 9. kl. 10. KkI. 11. kl.| 12, K.

SagatavoSanas olimpiade

Novada olimpiade
Valsts olimpiade
Atklata matematikas olimpiade
Tik
val... Jauno matematiku konkurss
Cik?

Profesora Ciparina klubs
Punktins Izlases nodarbibas

Maza matematikas
universitate

Valsts matematikas olimpiade notiek kops 20. gadsimta piecdesmitajiem gadiem, 2019./2020.
macibu gada notika jau Valsts 70. matematikas olimpiade. Olimpiades 2. un 3. posmu 9.-12. klasém
organizé LU A. Liepas NMS sadarbiba ar Valsts izglitibas satura centru (VISC).

o Valsts matematikas olimpiades 1. posms (Sagatavo$anas olimpiade) ir lielisks veids, ka
iesakt jauno olimpiazu gadu. Katras skolas matematikas skolotaji pasi var izlemt, vai vini
sava skola organizé So olimpiadi. Parasti Sis olimpiades labakos risinatajus katra skola
izvirza dalibai Valsts matematikas olimpiades 2. posma.

o Valsts matematikas olimpiades 2. posms (Novada olimpiade) notiek novada/
novadu apvienibas/ pilsétas méroga. Sis olimpiades 9.-12. kladu laureati tiek izvirziti



http://nms.lu.lv/

dalibai 3. posma, ka to paredz matematikas olimpiades kartiba, ko katru gadu apstiprina
VISC. Katrai klaSu grupai tiek piedavati 5 uzdevumi, kuru risinasanai ir 5 astronomiskas
stundas, par katru uzdevumu var iegit 0-10 punktus. Skolénu risindjumus vérté novada
zurijas komisija péc LU A. Liepas NMS izstradatajiem veértésanas kritérijiem.

o Valsts matematikas olimpiades 3. posms (Valsts olimpiade) parasti notiek Rigas Valsts 1.
gimnazija marta, ceturtdiena un piektdiena tiesi pirms skolénu pavasara briviaika. Katrai
klasu grupai tiek piedavati 5 uzdevumi, kuru risinasanai ir 5 astronomiskas stundas, par
katru uzdevumu var iegut 0-10 punktus. Uz otras dienas sacensibam tiek aicinati tikai
pirmas dienas labakie risinataji, lai sacenstos par iek|GSanu Latvijas valsts komanda dalibai
Starptautiskaja matematikas olimpiade.

Batisku ieguldijumu matematikas olimpiazu attistiba un popularizé$ana ir ieguldijis profesors Agnis
AndzZans, kur$ LU A. Liepas NMS darba iesaistijas jau studiju gados (ap 1970. gadu) un aktivi darbojas
lidz pat 2012. gadam. Vina vadiba ir izaugusas vairakas matematikas olimpiazu dalibnieku paaudzes,
kas turpina atbalstit matematikas olimpiades, veidojot uzdevumu komplektus, vertéjot skolénu
risinajumus un vadot lzlases nodarbibas spéjigakajiem jaunajiem matematikiem.

Sobrid Latvijas matematikas olimpiazu uzdevumu komplektu veidotaji un uzdevumu autori ir LU A.
Liepas NMS darbinieki — Maruta Avotina, Elina Bulina, Emils Kalugins, Agnese Zilite — un bijusie
olimpiazu laureati un entuziasti — Kalvis Apsitis, Andrejs Cibulis, Filips Jelisejevs, Martin§ Opmanis,
Rihards Opmanis, Artjoms Ubaidulajevs, Maris Valdats, Jevgénijs Vihrovs.

Kop$ 2014./2015. macibu gada Novada olimpiadé viens no pieciem uzdevums ir par ieprieks
izsludinatu tému, skoléniem tiek piedavats ari teorijas materials, lai patstavigi vai ar skolotaja palidzibu
apgutu So tému un raksturigas olimpiazu uzdevumu risinaSanas metodes un sprieSanas veidus.
Matematikas olimpiazu uzdevumu atrisinasanai bieZi vien ir nepiecieSami nevis sarezgiti matematiski
parveidojumi, bet gan prasme saskatit uzdevumiem raksturigu Tpatnibu, no kuras ar logiskiem vai
kombinatoriskiem spriedumiem var iegit atrisinajumu. Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisinat,
izmantojot tikai visparigus sprieSanas panémienus, ka ari dazreiz uzdevumiem ir iesp&jami vairaki,
batiski atskirigi risinajumi.

Saja materiala apkopoti Valsts matematikas olimpiades 2. un 3. posma uzdevumi 9.-12. klasu
skoléniem no 2016./2017. macibu gada lidz 2019./2020. macibu gadam.

Pirms uzdevumu risinasanas ieteicams izlasit pielikuma dotos teorijas materialus, kas var but
noderigi uzdevumu risinasana. Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risinasanai, siki pierakstot risinajumus,
bet ari savu risinajumu salidzinasanai ar gramata piedavatajiem. Tie var saturét jaunas, agrak
nezinamas idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas Jusu patstavigi veiktajos spriedumos. Materiala
dotiizvérsti un pilnigi uzdevumu atrisinajumi, lai butu prieksstats par atrisinajuma pierakstu. Daudziem
uzdevumiem ir iespéjami vairaki, butiski atskirigi atrisinajumi, tapéc Saja gramata piedavatos nevajag
uztvert ka vienigos iesp&jamos, tiesi otradi —aicinu meklét risinajumus, kas butu labaki neka piedavatie!

Péc katra uzdevuma atrisinajuma dots Skaidrojums par uzdevumu, kura ieklauta informacija par
uzdevumam atbilstoSo matematikas apakSnozari (algebra, geometrija, skaitlu teorija, kombinatorika),
zinasanam un prasmém, kas tiek gaiditas no skoléniem. Olimpiades 2. posma uzdevumiem doti
vértésanas kritériji (par katru uzdevumu var sanemt 0-10 punktus, n — ja uzdevums nav risinats), kas
palidz novéertét uzdevuma sareigitibas [imeni un sniegt padomus par atrisinajuma struktlru un
risinajuma soliem.

Lai ST gramata ir labs paligs, darot visu iesp&jamo, lai gutu panakumus!

Maruta Avotina




Uzdevumi
2016./2017. macibu gads - Latvijas 67. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2017

9. klase

. Koka sija sver 90 kg, bet par 2 m garaka dzelzs sija sver 160 kg, pie tam viens metrs dzelzs sijas sver
par 5 kilogramiem vairak neka viens metrs koka sijas. Cik sver viens metrs katras sijas?

. Pieradit, ka 9x°® — x3 + 1 > 0 visiem realiem x.

. Trapeces ABCD pamatu attieciba BC: AD = 3: 5. Uz sanu malas CD atlikts punkts E t3, ka nogrieznis
AE dala trapeces laukumu uz pusém. Kada attieciba punkts E sadala sanu malu CD?

. Naturalu skaitli sauksim par pardabisku, ja, ta ciparus uzrakstot pretéja seciba, ieglst skaitli, kas ir
lielaks neka sakotngjais skaitlis, un iegltais skaitlis dalas ar sakotnéjo skaitli. Mazakais pardabiskais
skaitlis ir 1089, jo 9801 : 1089 = 9. Atrast vel divus citus pardabiskus skait|us!

. a) Pieradit, ka starp 1010 dazadiem naturaliem skaitliem, no kuriem neviens neparsniedz 2017,
vienmer iesp€jams izveléties tris skaitlus ta, ka divu izvéléto skaitlu summa ir vienada ar treso skaitli!

b) Vai §ada Tpasiba ir spéka ar1 1009 dazadiem naturaliem skaitliem, kas neparsniedz 2017?

10. klase

. Punkti A un B ir 16 km attaluma viens no otra, bet B un C — 12 km attaluma. Soseja A— B — C
punkta B izveido taisnu lenki (skat. 1. att.). Celinieka atrums pa Soseju ir v km/h, bet pa lauku celu
atrums ir ¢ km/h. Ja celinieks dodas no A uz C pa Soseju (marsruts A —» B — (), tad vins nonak
galapunkta par 20 min atrak neka ejot no A uz C pa lauku celu (marsruts A — (). Ja turpretivins iet
11 km pa Soseju no A uz D un péc tam uz C pa lauku celu (marSruts A - D — (), tad vins cela
pavada 5 stundas un 5 minutes. Aprekinat v un c!

1. att.

. Pieradit, ka x? + 2y% 4+ 2xy + y + 1 > 0, ja x, y — reali skait]i!

. Kvadrata ABCD diagonales krustojas punkta O, punkts E ir nogriezna AO viduspunkts. Taisne BE
krusto malu AD punkta F, bet taisne FO krusto malu BC punkta G. Pieradit, ka trijsturis BFG ir
vienadsanu!

. Dots taisnstaris ar izmériem 7 X 5 ratinas. GrieZot pa ratinu linijam, tas sagriezts septinas vienlielas
dalas (katras dalas laukums ir 5 ratinas). Noteikt, kads ir mazakais iespéjamais griezuma Ilniju
kopgarums, pienemot, ka ritinas malas garums ir viena vienibal!

. Desmitciparu skaitli vienadus ciparus aizvietojot ar vienadiem burtiem, bet dazadus — ar dazadiem,
ieguva vardu MATEMATIKA (isais “A” un garais “A” aizstaj atskirigus ciparus). Papildus zinams, ka
skaitlis MA dalas ar 2, MAT —ar 3, MATE —ar 4, MATEM — ar 5, MATEMA — ar 6, MATEMAT - ar
7, MATEMATI — ar 8, MATEMATIK — ar 9, MATEMATIKA — ar 10. Noteikt, kads bija sakotnéjais
desmitciparu skaitlis!




11. klase

. Zinams, ka skaitlu a;; a,; a; summa ir 105 un tie veido aritmétisko progresiju, bet skaitli a;; a,;
a; + 4 veido geometrisko progresiju. Atrast visas iespéjamas a,; a,; as vértibas un pamatot, ka
citu nav!

2. Pieradit, ka x* + 2x3y + 2xy3 + y* = 6x2y?, ja x un y ir redli pozitivi skait]i!

3. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu sistemu:

x+z=2017
{31xz =y?

. Cetras rinka linijas aréji pieskaras ta, ka paradits 2. att. Pieradit, ka ¢etrstirim, ko veido rinka ITniju
pieskarsanas punkti, var apvilkt rinka Tniju!

2. att.

. Antra un Baiba spélé spéli uz 3 X 3 ratinu laukuma. Spélétajas gajienus izdara péc kartas, katra
gajiena kada no tuksajam ratinam ierakstot vai nu nulltti, vai krustinu (katra spélétaja katra gajiena
var rakstit jebkuru no Siem simboliem). Kad viss laukums aizpildits, tiek saskaitits spéles rezultats.
Par katru rindu, kolonnu un diagonali (tadu, kas satur 3 rtinas), ja taja ir para skaits krustinu, punktu
sanem Antra, bet, ja krustinu skaits ir nepara, tad punktu sanem Baiba. Uzvar spélétaja, kuras punktu
kopsumma ir lielaka. Pieradit, ka spélétajai, kura sak spéli, ir uzvarosa stratégija, un aprakstit to!

12. klase

. Jebkuriem diviem pozitiviem skaitliem x un y piekartots tresais skaitlis x18Y, ko apzimésim ar x * y.
Pieradit, ka pozitiviem skaitliem x, y un z izpildas (x * y) x z = x * (y * z).

2. Pieradit, ka x? + y2 + 4 > 2x — 2y — xy, ja x, y — reali skait]i!

3. Naturalu skaitli sauksim par pardabisku, ja, ta ciparus uzrakstot pretéja seciba, iegust skaitli, kas ir

lielaks neka sakotnéjais skaitlis, un iegltais skaitlis dalas ar sakotnéjo skaitli. Mazakais pardabiskais
skaitlis ir 1089, jo 9801:1089 = 9. a) Atrast vél divus citus

pardabiskus skaitlus! b) Pieradit, ka pardabisku skaitlu ir bezgaligi E

daudz!

. Divas dazadas rinka Inijas iekS€ji pieskaras punkta A. Lielakas rinka
[nijas centrs ir O un taisne OA krusto mazako rinka Iiniju punkta B,
bet lielako — punkta C. Lielakas rinka linijas diametrs, kas ir
perpendikulars OA, krusto mazako rinka liniju punkta D, bet lielako
— punkta E (punkts D atrodas starp O un E, skat. 3. att.). Aprékinat
abu rinka lniju radiusu garumus, ja DE = 5un BC = 7.

D

C

B

s
o

3. att.
. Kadu lielako skaitu 5 X 13 ratinu taisnstdru var izgriezt no ritinu

lapas, kuras izmeériir a) 41 X 65; b) 47 X 65 ritinas?

10



Valsts olimpiade - 2017

9. klase

1. Doti 63 dazadi naturali skaitli, kuru summa ir 2017. Atrodiet Sos skaitlus un pamatojiet, ka citu nav!
2. Uz taisnes atlikti punkti P, Q, R un S t3, ka PQ = RS (skat. 4. att.). Nogriezni PQ, RS, PS, QR ir rinku

diametri. Nogrieznis MN ir iekrasotas figliras simetrijas ass. Pieradit, ka iekrasotas figliras laukums
ir vienads ar laukumu rinkim, kura diametrs ir MN.

M

4. att.

. Naturala piecciparu skaitli vienadus ciparus aizstaja ar vienadiem burtiem, bet dazadus ciparus — ar
dazadiem burtiem, un ieguva pierakstu GANGA. Zinams, ka GANGA, dalot ar 7, dod atlikumu A,
GANGA, dalot ar 11, dod atlikumu N, bet GANGA, dalot ar 13, dod atlikumu G, turklat G > A > N.
Kads varéja bit sakotnéjais skaitlis?

4. Pieradit, ka x* — x2 — 3x + 4 > 0 visiem realiem x.

. Katra no bumbinam, kas atrodas kasté, nokrasota viena no N krasam, un uz katras uzrakstits naturals
skaitlis, kas neparsniedz N. Zinams, ka katra no N krasam izmantota vismaz vienu reizi, tapat arl
katrs skaitlis, kas neparsniedz N, izmantots vismaz vienu reizi. Kadam N vértibam kasté noteikti
varés atrast N dazadu krasu bumbinas, uz kuram bas rakstiti N dazadi skaitli?

10. klase

. Dots, ka b un c ir naturdli skaitli un kvadratvienadojuma x2? —bx + ¢ = 0 realas saknes
ir x; un x,. Pieradit, ka a) x2 + xZ + 2017; b) x3 + x3 ir naturals skaitlis!

. Dots pirmskaitlis, kas satur vismaz 4 dazadus ciparus. Pieradit, ka ta ciparus var parkartot cita seciba
t3, lai jauniegitais skaitlis nebltu pirmskaitlis!

. Cetrstiiris ABCD ir ievilkts rinka ITnija w,, bet ABCD malu viduspunkti atrodas uz rinka linijas w,.
Pieradit, ka <ABD + «<BDC = 90°.

. Dotas 40 kartites, uz divam no tam uzrakstits skaitlis 1, uz divam — skaitlis 2, ..., uz divam — skaitlis
20. Kads ir lielakais iespéjamais komplektu skaits, ko vienlaicigi var izveidot no §im 40 kartitém t3,
lai katra komplekta batu tris kartites, uz kuram uzrakstito skaitlu summa ir 217?

. Sesi taristi bija devusies vairakos celojumos uz sesam valstim, katra celojuma viens tlrists apceloja
tieSi vienu valsti. Ja izvélamies jebkuras tris valstis un jebkurus tris tlristus, tad vismaz viens no
viniem ir bijis celojuma uz kadu no Sim valstim. Kads ir mazakais iespéjamais kopé&jais celojumu
skaits?
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11. klase

. Cik ir tadu piecciparu skaitlu, kam katrs nakamais cipars ir lielaks par ieprieksejo?

5
2. Kur$ no skaitliem (ﬁ)ﬁun (v5) " ir lielaks?

3. Tris rinka linijas w,, w, un w3 krustojas punkta 0. Rinka linijas pa pariem krustojas ari punktos
P (w1 un w,), R (w5 un w3) un S (w; un ws). Uz w, loka PS, kas nesatur O, izvéléts punkts A, taisne
AP vélreiz krusto w, punkta B, un taisne AS vélreiz krusto w3 punkta C. Pieradit, ka punkti B, R un
C atrodas uz vienas taisnes!

. Pieradit, ka no jebkuriem 17 naturaliem skaitliem var izvéléties 9 skaitlus ta, lai to summa dalttos ar
9.

. Uz rinka linijas atziméti N punkti ta, ka Sie punkti ir regulara N-stlra virsotnes. Spélétaji A un B spélé
sadu spéli: Vini parmainus novelk pa vienai hordai, kas savieno divus atzimétos punktus uz rinka
[Tnijas ta, lai novilkta horda nekrustotos ar agrak novilktajam hordam. Uzvar tas spélétajs, péec kura
gajiena no novilktajam hordam izveidojas trijstlris. Kur$ spélétajs noteikti var uzvarét, ja A izdara
pirmo gajienuuna) N = 14; b) N = 157

12. klase

. Doti tadi skaitli a, b un ¢, ka a+c = g, turklat neviens no skaitliem a, b,c nav 0. Pieradit, ka
f(x) = ax? + bx + c grafiks noteikti krusto x asi kada intervala [—1; 1] punkta!

2. Pieradit, ka \/x2 + y? + (2 - \/E)w/xy > x +y,jax uny ir reali pozitivi skaitli!

3. Dots taisnsturis ABCD. Uz taisnes BD atlikts punkts E, ta ka D atrodas starp B un E. Uz taisnes EC

atlikts punkts F ta, ka BF ir paraléls AC. Pieradit, ka trijstura BEF laukums ir lielaks neka taisnstlra
ABCD laukums!

. Naturalu skaitli sauksim par skaistu, ja ta visu naturalo dalitaju summa (ieskaitot 1 un pasu skaitli) ir
nepara skaitlis. Atrast mazako naturalo skaiti k ar 1pasibu: starp jebkuriem patvaligi izvélétiem k
skaistiem skaitliem var izvéléties divus dazadus skaitlus ta, lai to reizinajums batu naturala skaitla
kvadrats!

. Kada valsti no parlamenta deputatiem ir izveidotas 100 komisijas. Katram deputatam ir pienakums
stradat vismaz viena komisija, tacu deputati drikst stradat ari vairakas komisijas. Deputati par darbu
komisijas katru ménesi sanem atalgojumu péc $ada principa:

e par darbu pirmaja komisija netiek maksats atalgojums;

e par darbu katra nakamaja komisija tiek maksats par 10 eiro vairak neka par darbu iepriekséja
komisija (tas ir, par darbu otraja komisija tiek maksati 10 eiro, par darbu tresaja komisija tiek
maksati 20 eiro utt.).

Zinams, ka jebkuram divam dazadam komisijam ir tiesi viens kopigs deputats, kas darbojas tajas
abas. Cik liels ir visu deputatu kopé€jais ménesa atalgojums par darbu komisijas?
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2017./2018. macibu gads - Latvijas 68. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2018

9. klase

. Jauniesi devas cetru dienu pargajiena gar jaru. Pirmaja diena tie nogaja 30 km. Otraja diena tie ar
jahtu nobrauca 20% no atlikusa cela. Tresaja diena jauniesi atkal gaja kajam, noejot 1,5 reizes lielaku
attalumu neka vini brauca ar jahtu. Ceturtaja diena atlikuso ceJu 1,5 stundas jauniesi veica ar
kvadricikliem, kuru atrums ir 40 km/h. Cik kilometru gars bija marsruts?

. Skolas édnicas pusdienu piedavajuma ir divas dazadas zupas, divi dazadi pamatédieni un divi dazadi
deserti. Pusdienas aizgaja 30 vienas klases skoléni, no katra édienu veida (zupa, pamatédiens,
deserts) katrs skoléns izvéléjas ne vairak ka vienu édienu, pie tam nebija tada skoléna, kurs neéda
vispar neko. Vai noteikti ir divi skoléni, kas pasutija vienu un to pasu?

. Cetrstira ABCD malu AB un CD garumu summa ir vienada ar malas AD garumu. Lenku DAB un
CDA bisektriSu krustpunkts F atrodas uz malas BC. Pieradit, ka punkts F ir BC viduspunkts!

4. Vai var atrast tadus veselus skaitlus x un y, ka 20x3 — 17y% + 1 = 2018?

. Dota figlira, kuras laukums ir 24 ratinas (skat. 5. att.). Griezot pa ratinu linijam, ta sagriezta sesas
vienlielas dalas (katras dalas laukums ir 4 ratinas). Noteikt, kads ir mazakais iespéjamais griezuma
ITniju kopgarums, pienemot, ka ritinas malas garums ir viena vienibal!

5. att.

10. klase

. Uz gara balka 600 cm attaluma viens no otra atrodas gliemezis un skudra. Ja tie parvietotos viens
otram preti, tad tie sastaptos péc 5 mintGtém. Ja tie kustétos viena virziena ar tiem pasiem atrumiem,
tad skudra panaktu gliemezi péc 20 minatém. Noteikt, cik centimetrus minaté veic skudra un cik —
gliemezis!

. Skolas édnicas pusdienu piedavajuma ir divas dazadas zupas, divi dazadi pamatédieni un divi dazadi
deserti. Pusdienas aizgaja 200 skoléni, no katra édienu veida (zupa, pamatédiens, deserts) katrs
skolens izvélgjas ne vairak ka vienu édienu, pie tam nebija tada skoléna, kurs neéda vispar neko.
Kads ir lielakais skaits skolénu, kas noteikti pasitija vienu un to pasu?

. Punkts K ir kvadrata ABCD malas AB viduspunkts. Uz diagonales AC atlikts tads punkts L, ka
AL : LC = 3 : 1. Pieradit, ka <KLD = 90°.

. No cipariem 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, katru izmantojot divas reizes, izveidoti tris seSciparu skaitli. Ar
kadu lielako nullu skaitu var beigties tris izveidoto skaitlu summa?

. Dota figlira, kuras laukums ir 28 ratinas (skat. 6. att.). Griezot pa rltinu linijam, ta sagriezta septinas
vienlielas dalas (katras dalas laukums ir 4 ratinas). Noteikt, kads ir mazakais iespé&jamais griezuma
[Tniju kopgarums, pienemot, ka ritinas malas garums ir viena vienibal!
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6. att.

11. klase

. Spidolai ir 482 bildes un divi vienadi fotoalbumi. Pirma albuma katra lapa vina ielilméja tiesi 21 bildi.
Ja otra albuma katra lapa vina ielimétu tiesi 19 bildes, tad lapu pietriktu, savukart, ja katra lapa vina
ielimétu tiesi 23 bildes, tad vismaz viena lapa paliktu tuksa. Cik lapu ir fotoalbuma?

. Sporta zalé trenéjas 32 cilveki, kuri visi ir vismaz 21 gadu veci. Pieradit, ka no Siem cilvékiem var
atrast divus tadus, kuriem ir vairak neka 30 gadi vai 4 tadus, kuru gadu skaits ir vienads!

. Trapeces ABCD pamatu AB un CD garumu summa ir vienada ar sanu malas AD garumu. Pieradit,
ka lenku DAB un CDA bisektrises krustojas BC viduspunkta!

. Nocipariem 1, 2,3,4,5,6, 7, 8,9, katru izmantojot divas reizes, izveidoja vienu septinciparu, vienu
seSciparu un vienu piecciparu skaitli. Ar kadu lielako nullu skaitu var beigties tris izveidoto skaitu
summa?

. Pieradit, ka a* + b* + c* + d* + a?b? + b?c? + c?d? + d?a? + a*c? + b*d? > 10abcd visiem
realiem skaitliem a, b, ¢, d.

12. klase

. Divas sniega tiramas masinas, stradajot vienlaicigi, Sinu ciema ielas var notirit 4 h 12 min. Ja pirmas
masinas darba razigumu palielinatu divas reizes, bet otra masina saktu stradat par 10 minatém
vélak neka pirma, tad sniegu notiritu 2 h 30 min. Cik stundas sniegu Stnu ciema notiritu, ja stradatu
tikai otra sniega tirama masina?

. Pieradit, ka starp jebkuriem 78 trisciparu skaitliem var atrast Cetrus tadus skaitlus, kuru ciparu
summas ir vienadas!

. Trijstart ABC ievilkta rinka linija pieskaras malai AB punkta D, bet malai AC punkta E. Lenku B un
C bisektrises krusto taisni DE attiecigi punktos M un N. Pieradit, ka punkti B, C, M un N atrodas
uz vienas rinka linijas!

. Doti naturali skaitli a un b. Pieradit
a) ja 20a + 18b dalas ar 7, tad 201a + 8b dalas ar 7;

b)ja 201a + 8b dalas ar 7, tad 20a + 18b dalas ar 7.

. Vienadojuma ar veseliem koeficientiem x* + bx? + ¢ = 0 vienas saknes vértiba ir 20 — v/18.
Atrast vienadojuma koeficientus un parejas tris saknes!
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Valsts olimpiade - 2018

9. klase

1.

Zinams, ka a un b ir pozitivi skaitli, un kvadratfunkciju y = ax?+2018x+b un
y = bx? + 2018x + a minimalo vértibu summa ir nulle. Pieradit, ka katrai no $im
kvadratfunkcijam minimala vértiba ir nulle!

. lzveleti tris dazadi naturali skaitli un aprékinati to reizinajumi pa pariem, iegustot tris reizinajumus.

Pieradit, ka Sos reizinajumus, dalot ar 4, vismaz divi dod vienadus atlikumus!

. Ratinu tabulas ar izmériem 8 X 14 katra ritina séz tieSi viena musa. Visas musas parlido uz citu

tabulu ar izmériem 7 X 16 rutinas ta, ka katra ratina atkal ir tieSi viena musa. Vai iespéjams, ka
visas musas, kas bija kaimini sakotnéja izvietojuma (tas ir, atradas blakus ratinas ar kopigu malu),
bas kaimini ari jaunaja izvietojuma?

. Dots vienadsanu trijstaris ABC, kuram AC = 6 un AB = BC = 5. Uz malas AB atlikts tads punkts

D, ka BD = 2, un uz malas AC atlikts tads punkts E, ka AE = 2. Nogriezni BE un CD krustojas
punkta M. Aprékinat trijstira BMC laukumul!

. Rinda izvietotas 2018 monétas. Viena gajiena drikst panemt vienu monétu, parcelt to pari tiesi

divam monétam un uzlikt to uz nakamas monétas. Vai 1009 gajienos visas monétas iespéjams
savakt kaudzités pa divam monétam katra kaudzite?

10. klase

1.

Atrast visus tadus veselu skait|lu parus (x; y), kas apmierina nevienadibu sistému

2x2 4+ 2y? +24x — 28y + 167 <0

15
x+2y<7

. Paralelograma ABCD malu BC un CD viduspunkti attiecigi ir K un M. Aprékinat AD garumu, ja

AK = 6, AM = 3 un <KAM = 60°.

Skaitlus a, b, ¢ sauksim par skaistu trijnieku, ja tiem piemit Sadas 1pasibas:
e tieir tris péc kartas esosi naturali skaitli;
e katrs no tiem dalas ar savu ciparu summu.

Pieméram, skaists trijnieks ir 8, 9, 10.

a) Atrast tadu skaistu trijnieku, kura mazakais skaitlis ir lielaks neka 10.

b) Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz skaistu trijnieku!

. Desmit Sahisti katrs ar katru izspél€ja vienu Saha partiju, daZas no tam beidzas neizskirti. Ir zinams,

ka bija tieSi viens Sahists, kas neizskirti nospéléja tiesi vienu partiju, divi Sahisti — kas nospéléja
divas, tris Sahisti — kas nospél€ja tris, un Cetri Sahisti, kas neizskirti nospéel€ja tiesi Cetras partijas.
Sos pédéjos Eetrus $ahistus (kas katrs Cetras partijas nospél&ja neizskirti) sauksim par neizskirtu
karaliem, bet par karalisku neizskirtu sauksim partiju, kura neizskirtu izcinija divi neizskirtu karali.
Vai var apgalvot, ka tika izspéléts a) vismaz viens karaliskais neizskirts, b) vismaz divi karaliskie
neizskirti?

Izveléti 12 dazadi naturali skaitli, neviens no tiem neparsniedz 35. Pieradit, ka no Siem skaitliem
iespejams izveleties tris atskirigus skaitlu parus ta, ka visiem tris pariem lielaka un mazaka skaitla
starpiba ir vienada! Viens skaitlis var ietilpt ari divos paros (vienreiz ka lielakais, otrreiz — ka
mazakais).
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11. klase

1. Atrisinat nevienadibu |||x - 2| - 3| — 7| < 5.
2. Vienadsanu trijstirt ABC no pamata BC viduspunkta H novilkts perpendikuls HE pret sanu malu
AC, punkts O ir nogriezna HE viduspunkts. Pieradit, ka AO L BE'!
3. Skaitlus a, b, c, d, e sauksim par skaistu piecinieku, ja tiem piemit $adas 1pasibas:
e tieir pieci péc kartas esosi naturali skaitli;
e katrs no tiem dalas ar savu ciparu summu.
Pieméram, skaists piecinieks ir 6,7, 8, 9, 10.
a) Atrast tadu skaistu piecinieku, kura mazakais skaitlis ir lielaks neka 10.
b) Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz skaistu piecinieku!
4. Atrisinat vienadojumu sistemu realos skait]os

x3 4+ 4x = 5y
y3 + 4y =5z
z3 + 4z = 5x

5. Tris 500 litru mucas atrodas attiecigi 100, 107 un 113 litri idens. Viena gajiena atlauts jebkura
muca M pieliet klat no jebkuras citas mucas (kura ir vismaz tikpat daudz Gdens ka muca M) tik
daudz ddens, cik muca M jau atrodas. Vai, veicot Sadus gajienus, iespéjams iztukSot a) vienu mucu,
b) divas mucas?

12. klase

1. Apzimésim a = 2018!8(82018)  , — (]g2018)182018 yn ¢ = (Ig(1g2018))3°18, Apréekinat

izteiksmes ab + b-c + 2 vértibu!
c a b

2. Uz trijstira ABC malas AB atlikti punkti D un E ta, ka AD = DE = EB, uz malas BC — punkti F un
G ta, ka BF = FG = GC, uz malas AC — punkts H ta, ka 2AH = CH. Nogrieznis DF krusto
nogrieznus EH un EG attiecigi punktos P un R. Pieradit, ka DP = PR = RF.

3. Atrisinat veselos skait|os vienadojumu x® + 3x3 + 1 = y*.

4. Taisnstlris, kura izméri ir n X m ritinas, griezot par ratinu linijam, sagriezts 1 X 6 ratinas lielos
taisnstiros. Pieradit, ka n vai m dalas ar 6.

5. Tris mucas attiecigiir a, b un c litri Gdens, kur a, b, c ir naturali skaitli. Katras mucas tilpums ir lielaks
neka a + b + c litri. Viena gajiena atJauts jebkura muca M pieliet klat no jebkuras citas mucas (kura

ir vismaz tikpat daudz Gdens ka muca M) tik daudz ddens, cik muca M jau atrodas. Pieradit, ka,
veicot Sadus gajienus, vienmer iespéjams iztuksSot vienu no mucam!
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2018./2019. macibu gads - Latvijas 69. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2019

9. klase

1. Lineara funkcija y = (m? — 3m)x + 4m — 4 krusto x asi punkta, kura abscisa ir 2. Atrodi m
vértibas un noskaidro, vai atbilsto$a funkcija ir augosa vai dilstosa!

2. Dotas divas melnas, divas sarkanas un divas zalas lodites. Vienas lodites masa ir 99 g, bet tadas
pasas krasas otras lodites masa ir 101 g. Paréjas Cetras lodites katra sver 100 g. K3, lietojot sviras
svarus bez atsvariem, ar divam svérSanam atrast vieglako loditi?

3. Uz kvadrata ABCD malam AB, BC, CD un DA attiecigi atziméti punkti E, F, G, H t3, ka
AE = BF = (CG = DH. Kvadrata iekSpusé atlikts patvaligs punkts O. Pieradit, ka
Sacon + Skceo = Ssroe + Sprog-

4. Kvadrats sastav no n X n ratinam. Rindas sanumurétas no lejas uz augsu ar skaitliem 1; 2; ...; n;
tapat sanumurétas kolonnas no kreisas uz labo pusi. Katra ratina ierakstits vai nu (+1), vai (—1).
Ja rindas un kolonnas numuri ir vienadi, tad visu $aja rinda ierakstito skaitlu reizinajums atskiras
no visu $aja kolonna ierakstito skait|u reizinajuma. Vai tas ir iespéjams, jaa)n =7, b)n = 8?

5. Kads mazakais ciparu skaits japieraksta ciparu virknes 3456 beigas, lai iegltu skaitli, kas dalas ar
2019?

10. klase

1. Kvadratfunkcija y = x2 + (m? + 3m)x + m — 1 krusto x asi punkta, kura abscisa ir 1. Kada var
bt m vértiba? Atrast otru parabolas krustpunktu ar x asi!

2. Dotas 6 péc aréja izskata vienadas moneétas. Trim no tam masa katrai ir 50 g, bet paréjam trim —
katrai 51 g. K3, lietojot sviras svarus bez atsvariem, ar divam svérSanam atrast vienu moneétu,
kuras masa ir 51 g?

3. Plakné dotas divas rinka linijas w4 un w,, kuram nav kopigu punktu un kuru radiusi nav vienada
garuma. Novilktas tris pieskares t;, t, un t3, kas katra pieskaras abam rinka linijam — abas rinka
[Tnijas atrodas viena un taja pasa t; pus€, viena un taja pasa t, puse€, bet katra sava t; pusé (skat.
8. att.). Taisne t; pieskaras w; punkta A un krusto t; punkta C, taisne t, pieskaras w, punkta B
un krusto t; punkta D. Pieradit, ka AC = BD.

8. att.

4. Doti 2019 reali skaitli ar Tpasibu, ka jebkuru 1010 skaitlu summa ir lielaka neka atlikuso 1009
skaitlu summa. Pieradit, ka visi dotie skaitli ir pozitivi!
5. Atrast visus pirmskaitJu parus (m, n), kuriem 20m + 18n = 2018.
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11. klase

1.

2.

3.

4.

Vai var gadities, ka 9. att. ir doti funkciju y = ax? +bx+c,y=cx*+bx+auny=bx+c
grafiki? (Funkciju grafiki nav ziméti méroga.)

9. att.

Saha kluba ir 13 $ahisti. Visu vinu spéles prasme ir at3kiriga un partija vienmér uzvar spécigakais.
a) Ka, izspéléjot 12 partijas, noskaidrot pasu labako Sahistu $aja kluba? b) Ka, izspéléjot 15
partijas, noskaidrot gan pasu labako, gan otru labako $ahistu $aja kluba?

Divas rinka linijas w4 (ar centru punkta 0;) un w, (ar centru punkta 0,) krustojas punkta A. Taisne
0,4 krusto w, punkta B,, bet w; — punkta C;. Taisne 0,A krusto w; punkta By, bet w, — punkta
C, (skat. 10. att.). Pieradit, ka «B,B;A = ¥C,C; A.

10. att.

Pieradit, ka nevienadiba %(a +1)% + S(b +1)2>2(a+1)(b+1) ir spéka visiem redliem
pozitiviem skaitliem a un b.

5. Atrast visus pirmskaitlu parus (m, n), kuriem 20m + 19n = 2019.
12. klase
1. Urna atrodas 66 baltas un nezinams skaits melnu lodisu. Ja uz labu laimi tiek izvilktas divas lodites,

tad varbditiba, ka abas lodites bls viena krasa, sakrit ar varbatibu, ka lodites bis dazadas krasas.
Cik melno lodisu atrodas urna?

. Brigita ir iedomajusies naturalu skaitli, kas neparsniedz 60. Indra drikst Brigitai uzdot jautajumus,

;=79

uz kuriem atbilde ir “ja” vai “né”. Ka, uzdodot sesus jautajumus, Indra noteikti var uzzinat Brigitas
iedomato skaitli?

. Trijstarmt ABC ievilktas rinka linijas centrs ir O. Nogriezni OA, OB, OC krusto So rinka liniju attiecigi

L AB BC AC . _ . e . -
punktos D, E, F. Zinams, ka — = — = —. Pieradt, ka trijstlris ABC ir regulars!
DE EF DF

4. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b, c izpildas nevienadiba |\/a2 +b% —+a? + cz| <|b—c|.

. Pieradtt, ka vienadojumam (a — b)? = a + b ir bezgaligi daudz atrisinajumu naturalos skait|os!
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Valsts olimpiade - 2019

9. klase

4a?-7b? _ _. 4a?+7b?
= 12. Kada var bat

1. Realus skaitlus a un b saista sakariba vértiba?

a
2. Uz trijstura ABC malam AC un BC attiecigi atlikti punkti M un N. Nogriezni AN un BM krustojas
punkta P. Aprékinat trijstira ABC laukumu, ja S(AMP) = S(BNP) = 8un S(NMP) = 4.

3. Vai naturala skaitla kvadrata ciparu summa var bat a) 19, b) 2019?

4. Sakotnéji katra kvadrata 5 X 5 ritina atradas tiesi viena skudra. Tad katra skudra parvietojas uz
kadu blakus ratinu (tas ir, uz ratinu, kam ar esoso ir kopiga mala). Kads tagad ir a) mazakais; b)
lielakais iespéjamais tukso ratinu skaits?

5. Hokeja turnira piedalijas 16 komandas. Katra komanda ar katru citu spéléja tiesi vienu reizi;
neizskirtu nav. Apzimésim katras komandas uzvaru un zaudéjumu skaitu attiecigi ar x; un y;,
i=1; 2;...; 16. Pieradtt, ka

X2 4 x5+, +x% = yE +y 4. +yE

10. klase

1. Pieradtt, ka visus naturalos skaitlus, kas lielaki neka 100, var izteikt ka pirmskaitla un salikta skait|a
summul!

2. lIzliekta Cetrstura ABCD diagonale AC ir lenka A bisektrise, AC = AD un ¥B = 90°. Trijstarn ADC
novilkts augstums DH. Pieradit, ka taisne BH sadala nogriezni CD uz pusém!

3. Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ + 7™ + 2019 vértiba nav naturala skaitla
kvadrats!

4. Komisija ir 7 cilveki. lerodoties uz sédi, dazi no viniem sarokojas. Kads ir mazakais iesp&jamais
sarokosanos skaits, lai no katriem trim komisijas locekliem varéetu atrast divus, kas sava starpa
sarokojusies?

5. Dots, ka0 < a; < a, <+~ < aqgp0 Un aq + ay + -+ aq990 = 1. Pieradit, ja n ir naturals skaitlis
unl <n <1000, tad

a1+a2+-~~+an< 1
n — 1000

11. klase

1. Kada valsttir 100 pilsétas. Starp dazam no tam organizeéti avioreisi. Starp katram divam pilsétam ir
augstakais viens reiss. Katrs reiss savieno tikai 2 pilsétas, pa celam nenolaizoties citas. Katrs reiss
,darbojas” abos virzienos. Reisus organizé 90 aviokompanijas, katra aviokompanija organizé tiesi
30 reisus. Ja kompanija organizé reisu starp kadam divam pilsétam (apzimésim tas ar A un B), tad
tai ir biroji gan pilséta A, gan pilséta B. Pieradt, ka ir tada pilséta, kura ir vismaz 9 biroji!

2. Ap Cetrsturi ABCD apvilkta rinka linija. Taisne, kas ir paraléla BC un iet caur D, krusto nogriezni
AC punkta M. Taisne, kas ir paraléla AB un iet caur punktu D, krusto nogriezni AC punkta N.
Pieradit, ka rinka Iinijas, kas apvilktas ap trijsttriem AMD un DNC, pieskaras viena otrai!

3. Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ + 10™ + 7™ + 3™ vértiba nav naturala
skaitla kvadrats!

4. Naturalu skaitlu virknes pirmie divi locekli ir a; un a,, turklat a, > a;. Katru nakamo virknes
locekli, sakot ar treSo, aprékina péc formulas a; = a;_; + a;_,. Kadai lielakajai indeksa i vertibai
a; var but vienads ar 100a,?

5. Koordinatu plakné doti a) 8; b) 9 punkti, katram no tiem koordinatas ir veseli skaitli. Zinams, ka
nekadi tris punkti neatrodas uz vienas taisnes. Vai noteikti var atrast tadus tris punktus, ka
trijstirim ar virsotném Sajos punktos medianu krustpunkta koordinatas ari ir veseli skait]i?

19



12. klase

1. Vienadojumam x3 — px + 2019 = 0, kur p — naturals skaitlis, ir tris realas saknes xy, x5, x5. Kada
var bat izteiksmes x3 + x5 + x3 vértiba?

2. Rinka linija ar centru punkta O novilkta horda AB, kas neiet caur O. Caur punktu B novilkts
perpendikuls pret AB, kas rinka liniju vélreiz krusto punkta D. Uz loka AB, kuram nepieder D,
atziméts 31 loka viduspunkts C. Taisnes AC un DB krustojas punkta E. Pieradit, ka
OE* =0B?+2-0B-BE.

3. Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes

4"+ 5"+ 6"+ 7" +8"+9" + 10" + 11" + 12" 4+ 13"
vértiba nav naturala skaitla kvadrats!

4. Doti sesi dazadi iracionali skaitli. Pieradit, ka no tiem var izvéléties 3 skaitlus (apzimésim tos ar x,
Y, Z) ta, ka visi tris skaitli x + y, x + z, y + z ir iracionali!

5. Atrast

a) vienu tadu naturalu skait|u pari (a; b),
b) tris tadus naturalu skaitJu parus (a; b), a < b,
ka lielakais skaitlis, ko nevar izteikt forma an 4+ bm, kur m un n ir nenegativi veseli skaitli, ir 2019.
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2019./2020. macibu gads - Latvijas 70. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2020

9. klase

. Vienadsanu trijstura pamata malas garums ir 10 cm, bet perimetrs ir mazaks neka 30 cm. Kads var
bat trijstura sanu malas garums?
. Pieradit, ka

1 1010
1-3+3-5+5-7+"'+2019-2021 -~ 2021
. Divas rinka lnijas w; un w, iek3éji pieskaras punkta A (w, atrodas w; iekSpusé) un w; centrs
neatrodas w-, iekSpusé. Rinka Inijas w; diametrs AB $kérso w, punkta C. Zinams, ka w; hordas DE,
kas iet caur C perpendikulari AB, garums sakrit ar BC garumu. Aprékinat w; un w, diametru garumu

attiecibu a8
AC
. Uz katras no 2N kartitém uzrakstits viens naturals skaitlis no 1 lidz N, katrs skaitlis uzrakstits uz tiesi

divam kartitém. Kartites jasaliek rinda vienu aiz otras ta, lai starp kartitém, uz kuram uzrakstits
skaitlis k, atrastos tieSi k citas kartites. Vai kartites var salikt prasitaja veida, jaa) N = 4, b) N = 5?

. Dota N X N rutinu tabula, kura visas diagonales ir sanumurétas péc kartas ar skaitliem no 1 lidz
2N — 1. Visas ratinas, kas pieder vienai diagonalei, ierakstits Sis diagonales numurs (pieméram, 11.
att. paradits tabulas aizpildijums, ja N = 5). Pieradit, ka visam naturalam N vértibam visu tabula
ierakstito skaitlu summa ir kada naturala skait|a kubs!

1 2 3 4 5

8

1]2]3]4]5] ",

2.3|4|5/6] ",

3l4|5]6]7] ",

5/6|7/8]9
11. att.

10. klase

. Pieradtt, ka katram naturalam n izpildas vienadiba
12 22 n? nn+1)
- + _— + eee + = .
1-3 3-5 2n-1)2n+1) 2@2n+1)
. Vai eksisté tads dazadmalu trijstlris, kura malu garumi ir naturali skaitli, kas veido geometrisko
progresiju?

. Divas rinka linijas w; un w, iekseji pieskaras punkta A (w, atrodas w; iekSpusé) un w; centrs
neatrodas w-, iekSpusé. Rinka linijas w; diametrs AB Skérso w, punkta C. Pieskares BF, kas no B
vilkta pret w,, un w, hordas DE, kas iet caur C perpendikulari AB, garumi sakrit. Aprékinat w; un

. . . AB
w-, diametru garumu attiecibu e

. Uz katras no 2N kartitém uzrakstits viens naturals skaitlis no 1 [idz N, katrs skaitlis uzrakstits uz tiesi
divam kartitém. Kartites jasaliek rinda vienu aiz otras ta, lai starp kartitém, uz kuram uzrakstits
skaitlis k, atrastos tieSi k citas kartites. Vai kartites var salikt prasitaja veida, jaa) N = 6, b) N = 7?

. Dota N X N rutinu tabula, kura visas diagonales ir sanumurétas péc kartas ar skaitliem no 1 lidz
2N — 1. Katram i, kur 1 < i < 2N — 1 visas ratinas, kas pieder diagonalei ar numuru i, ierakstits i-
tais nepara skaitlis pec kartas (pieméram, 12. att. paradits tabulas aizpildijums, ja N = 5). Pieradtt,
ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu N vertibu, ka visu tabula ierakstito skaitlu summa ir kada naturala
skaitla kvadrats!
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579
7911],
913
911/13/15].
11131517
12. att.

N |

©|N|on W=

11. klase

1. Pieradit, ka visam naturaldam n vértibam 62" + 19" — 2™*1 dalas ar 17.
2. Bezgaligas augosas aritmétiskas progresijas locekli ir naturali skaitli. Pieradit, ka taja ir tads loceklis,
kura desmit cipari péc kartas ir piecinieki!

. Divas rinka linijas w; un w, aréji pieskaras. Taisne t pieskaras w; punkta 4, bet w, — punkta B. Ir
novilkts w; diametrs AC un no punkta C — pieskare CD pret w, (D — pieskarSanas punkts). Pieradit,
ka AC = CD!

. Paapli uzraksttti 10 naturali skaitli, kuru summa ir 100. Zinams, ka jebkuru tris péc kartas esosu skaitlu summa
ir vismaz 29. Kadu lielako vértibu var pienemt lielakais no Siem desmit skaitliem?

. Atrisinat veselos skait|os vienadojumun® = (n — 1)3 + (n — 2)3 + (n — 3)3.

12. klase

. Virkne (x,) definéta rekurenti: x; =1, x, = =3, x3 = —29 un x,43 = x4, — 26x,41 + 24x,
visiem naturaliem n. Pieradit, ka x;,, = 2™ 4+ 3™ — 4" visiem naturaliem n.

. a) Paradi vienu veidu, ka 13. att. figlras katra ratina ierakstit veselu skaitli ta, lai jebkura taisnstari
1 X 3 vai 3 X 1 ierakstito skaitlu summa bdtu 2020 un ari visu trispadsmit ierakstito skaitlu summa
batu 2020. b) Paradi, ka prasito izdarit, lai figlra butu ierakstiti péc iespéjas vairak dazadi skait]i!

13. att.

. Dots trijstlris ABC, kura <A < «C. Uz malas BC pagarinajuma izveléts punkts D t3a, ka B atrodas
starp C un D un BD = AB. Uz lenka ABC bisektrises izvéléts punkts F ta, ka <BAE = <ACB.
Nogriezni BE un AC krustojas punkta F. Taisne, kas novilkta caur punktu E paraléli CD, krusto
nogriezni AD punkta G. Pieradit, ka AG = BF.

. Debesskrapi, kura strada profesors Ciparins, ir 500 stavi un ta lifta ir neparasta vadibas pults: taja
var ievadit naturalu skaitli n, kas neparsniedz 100, nospiest pogu <uz augSu> vai < uz leju> un lifts
brauks n stavus attiecigi uz augsu vai uz leju. Ta, pieméram, parasti profesors Ciparins, lai aizbrauktu
no 1. stava uz savu kabinetu 314. stava, brauc uz augsu tris reizes pa 100 staviem, un tad vienu reizi
13 stavus uz augsu.

Diemzel Sortt izradijas, ka lifts ir salGizis, un reizém tas brauc nepareiza virziena, tas ir, var gadities,
ka ta vieta, lai brauktu n stavus uz augsu, tas aizbrauc n stavus uz leju (un otradi). Paradiet, ka ar
saltizuso liftu profesors Ciparins var nokl|tt no 1. stava uz savu kabinetu 314. stava, ja zinams, ka lifts
nekad neaizbrauc nepareizi 7 reizes péc kartas, tas ir, ja tas ir seSas reizes péc kartas kludijies, tad
septitaja tas noteikti aizbrauks pareizaja virziena.

Piezime. Lifts nebrauc zemak par 1. un augstak par 500. stavu. Ja, pieméram, tam jabrauc no
3. stava 5 stavus uz leju, tas aizbrauc lidz 1. stavam un tur apstajas.
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. Zinams, ka naturali skait]i x un y ir tadi, ka x? + y2 + 1 dalas ar 13. Pieradit:

a) x> — y? nedalas ar 13,
b) tiedi viens no skaitliem x*, y*, x* + y* + 1 dalas ar 13.

Valsts olimpiade - 2020

9. klase

(Bn-1)(n+4)

. Kadam naturalam n vértibam izteiksmes vértiba ir vesels skaitlis?

. Atrast visus naturalos skaitlus B intervala 1 < B < 99, kuriem izpildas $ada 1pasiba: jebkuram
naturalam skaitlim C, kuram B < C < 100 irspeka B<V < C, kurV = LHBHCHI00 5, skaitlu 1, B,
C, 100 vidéjais aritmétiskais.

. Punkts R atrodas uz stara OB un punkti P un Q atrodas uz stara OA ta, ka OP < 0Q un
LORP = «BRQ. Lenka RPA bisektrise krusto staru OB punkta T. Pieradit, ka QT ir ¥RQA
bisektrise!

. Vai eksisté tadi Cetri dazadi a) naturali skaitli, b) pirmskaitli a, b, c,d, ka vienlaicigi izpildas sadi
nosacijumi:

b+ c+ddalasara,

c+d+adalasarb,

d+a+ bdalasarc,

a+ b+ cdalasard?

. Vai kubu arizmériem 12 X 12 X 12 iespéjams salikt no kiegeliem, kuru izmeériir1 X 1 X 8?

10. klase

1. Pieradtt, ka skaitlim 20193 + 20203 + 20213 ir vismaz 20 dazadi pozitivi dalitaji!
2. Zinams, ka x% + y? + xy = 3. Kada var bat x + y vértiba?

3. Taisnlenka trijsturi ABC, kura <ABC = 90°, novilkts augstums BD, nogriezna BD viduspunkts ir E.

Punkti F un G ir attiecigi nogrieznu AD un CD viduspunkti. Pieradit, ka <AEC + <FBG = 180°.
. Aplakojam skaitlu virkni 7; 737; 73737; 7373737, ..., kuras pirmais loceklis ir 7 un katru nakamo
ieglst, iepriekSejam pierakstot gala 37. Pieradit, ka neviens $is virknes loceklis nedalas ar 17.

. Dotas Cetras péc areja izskata vienadas monétas, katras monétas masa ir 20 g vai 21 g. Ka noteikt
katras monétas masu ar tris svérSanam uz elektroniskajiem svariem, kas rada uz svariem uzlikto
monétu kop&jo masu?

11. klase

2020
m-2019°

. Dota funkcija f(x) = mx? + (m — 1)x +
augosa intervala (1;2)?
. Aplukojamvirkni1; 2;2;3;3;3;4;4;4;4,5;5,5;5,5; 6; 6, 6;6;6;6; ..., kura katrs naturalais skaitlis

. - . .= - v . . R - 1
k tiek atkartots k reizes. Pieradit, ka Sis virknes n-to locekli var aprékinat péc formulas [\/Zn + E]'

Ar kadam parametra m veéertibam funkcija ir

Ar [x] apziméjam skaitla veselo dalu, tas ir, lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x. Pieméram,
[3,1] = 3,[17] = 17, [6,99] = 6.

. Cetrstiris ABCD ievilkts rinka Iinija. Pieradit, ka trijstiros ABC, BCD, CDA, DAB ievilkto rinka [Tniju
centri ir taisnstura virsotnes!

. Zinams, ka trisciparu skaitlis abc ir pirmskaitlis un ka viendadojumam ax? + bx + ¢ = 0 ir divas
realas saknes. Vai var gadities, ka Sis saknes ir a) veseli skaitli, b) racionali skaitli?
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. Atrast lielako naturalo skaitli N, kuram ir spéka ipasiba: lai kuras N rutinas butu aizkrasotas 4 X 4
ratinu tabula, vienmeér vareés izvéléties divas rindas un divas kolonnas ta, ka katra aizkrasota ratina
atrodas vai nu izvélétaja rinda, vai izvélétaja kolonna (vai abas).

12. klase

. Geometriskas progresijas pirmais, desmitais un 2020-ais loceklis ir naturals skaitlis. Vai noteikti art
tas 2019-ais loceklis ir naturals skaitlis?

. Noteikt izteiksmes (x + y + z) G + % + i) vislielako un vismazako vertibu, ja 1 < x,y,z < 2020.

. Rinka linija w ievilkta vienadsanu trapece ABCD, punkts H ir garaka pamata AB viduspunkts. Punkts
M ir viduspunkts tam lokam AB, kas nesatur punktus C un D. Taisnes CD un AM krustojas punkta
X. Zinams, ka nogriezni HX, DM un AC krustojas viena punkta Y un DM = AC. Pieradit, ka
AB? = 2CD>?.

. Zinams, ka etrciparu skaitlis abcd ir pirmskaitlis un ka vienadojumam ax® + bx? + cx +d = 0 ir
tris realas saknes. Vai var gadities, ka visas Sis saknes ir a) veseli skaitli, b) racionali skait]i?

. Kada valstt ir 2020 pilsétas, katra ar katru ir savienota ar celu, celi arpus pilsétam nekrustojas
(izmantoti viadukti). Biznesmenis ar ce|u parvaldi spéelé sadu spéli: katru dienu biznesmenis privatizé
vienu celu, bet celu parvalde nojauc desmit neprivatizétus celus. Pieradit, ka biznesmenis var
panakt, ka péc kada laika vinam pieder ciklisks ceJu marsruts kas iet caur tieSi 70 pilsétam, katra
iegrieZoties tieSi vienu reizi!
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Atrisinajumi, skaidrojumi, vértésanas kriteriji, statistika
2016./2017. macibu gads - Latvijas 67. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2017

9. klase

9.1. Koka sija sver 90 kg, bet par 2 m garaka dzelzs sija sver 160 kg, pie tam viens metrs dzelzs sijas sver
par 5 kilogramiem vairak neka viens metrs koka sijas. Cik sver viens metrs katras sijas?
Atrisinajums. Koka sijas garumu apziméjam ar x, bet dzelzs sijas garumu — ar x 4+ 2. Tad viens

.. 90 . .. 160 = . ..
metrs koka sijas sver - kg, bet viens metrs dzelzs sijas sver — kg. Ta ka viens metrs dzelzs sijas sver
160 90

par 5 kilogramiem vairak neka viens metrs koka sijas, tad iegtistam vienadojumu et

Ta ka x un x + 2 ir siju garumi, tad x > 0 un x + 2 > 0. Vienadojuma abas puses reizinot ar
x(x + 2) > 0, ieglstam:
160x —90(x + 2) = 5x(x + 2);
32x — 18(x + 2) = x(x + 2);
32x — 18x — 36 = x? + 2x;
x?—12x + 36 = 0.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka x; = x, = 6.
Tatad viens metrs koka sijas sver 90 : 6 = 15 kg un viens metrs dzelzs sijas sver 160 : 8 = 20 kg.

Vértesanas kriteriji

Nezinamo lielumu izvéle un apzimésana 1
Viena metra koka sijas masas izteikSana 1
Viena metra dzelzs sijas masas izteikSana 1
Sastadits vienadojums 1
Atrisinats vienadojums 5
Uzrakstita atbilde 1
Uzrakstita tikai atbilde 1
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 99 | 142 | 70 35 37 22 7 17 14 29 225
Vidéji iegitais punktu skaits 4,92

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir klasisks teksta uzdevums, ko risina skolas kursa.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) mainigo ievieSana un vienadojuma sastadisana,
2) dalveida vienadojuma atrisinasana.

9.2. Pieradit, ka 9x° — x3 + 1 > 0 visiem redliem x.
1. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

. , 1 /1\* 35
(3x°)*—=2-3x g+(g) +%>0;

= I - 35, . . R T . -
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un 2" pozitivs skaitlis, tad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta

ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem
X.
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2. atrisinajums. Reizinam nevienadibas abas puses ar 2 un veicam ekvivalentus parveidojumus:
18x% —2x3 +2 > 0;
x®—2x3+14+17x°4+1 > 0;
(x3—1)2+17x°+1>0.
Ta ka skait|a kvadrats ir nenegativs, saskaitamais 17x° ir nenegativs un skaitlis 1 ir pozitivs skaitlis,
tad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba
ir patiesa visiem realiem skaitliem x.

Vértésanas kriteriji

Par ekvivalentiem parveidojumiem, pilna kvadrata atdalisanu 7
Izdarits secinajums par iegutas nevienadibas patiesumu 2
Secinats, ka art dota nevienadiba ir patiesa 1
Pamatots, ka nevienadiba izpildas visiem x < 0 5
Par atseviskiem piemériem dazam x vértibam 1-2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 183 155 113 28 21 35 14 21 22 28 77
Videji iegltais punktu skaits 3,07

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par nevienadibu pieradisanu, atdalot pilno kvadratu (skat. teoriju
pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a? + 2ab + b? = (a + b)?,
2) saskaitamo un summas novértésana.

9.3. Trapeces ABCD pamatu attieciba BC: AD = 3:5. Uz sanu malas CD atlikts punkts E ta, ka
nogrieznis AE dala trapeces laukumu uz pusém. Kada attieciba punkts E sadala sanu malu CD?

Atrisinajums. Taka BC : AD = 3 : 5,tad S(ABC) : S(ACD) = 3 : 5, jo Siem trijsthriem ir vienadi
augstumi, kas sakrit ar trapeces augstumu (skat. 14. att.). Tatad S(ABC) = 3x un S(ACD) = 5x.
Tad S(ABCD) = S(ABC) + S(ACD) = 3x + 5x = 8x. Ta ka nogrieznis AE dala trapeces laukumu
uz pusém, tad S(ABCE) = 4x un S(AED) = 4x.

Lidzarto S(ACE) = S(ACD) — S(AED) = 5x — 4x = x.Tatad S(ACE) : S(AED) = 1: 4.Taka
Siem trijstariem ir kopigs augstums (no punkta A), tad CE : ED = 1 : 4 jeb punkts E dala malu CD
attieciba 1 : 4.

B C
E

14. att.

Vértesanas kriteriji

Par zimejumu, kura attélots tikai dotais
Pamato, ka S(ABC) : S(ACD) =3:5
Izsaka S(ABCD) = S(ABC) + S(ACD) = 8x
leglst, ka S(ACE) = x

Izsaka S(ACE) : S(AED) =1:4

Uzraksta CE : ED =1: 4

N NMNDNDNDNO
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Skolenu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 28 398 | 131 |56 21 5 6 8 7 14 2 28
Videji iegltais punktu skaits 1,25

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par trijstira laukuma aprékinasanu dazados veidos,
2) laukumu izteikSana ar nezinamo un nezinama lieluma aprékinasana.

9.4. Naturalu skaitli sauksim par pdrdabisku, ja, ta ciparus uzrakstot pretéja seciba, ieglst skaitli, kas ir
lielaks neka sakotnéjais skaitlis, un iegltais skaitlis dalas ar sakotnéjo skaitli. Mazakais pardabiskais
skaitlis ir 1089, jo 9801 : 1089 = 9. Atrast vel divus citus pardabiskus skait|us!

Atrisinajums. Var ievérot, ka, pierakstot pardabiskam skaitlim gala pasam sevi, arl iegist
pardabisku  skaitli, tapéc der, pieméram, skaitli 10891089 un 108910891089, jo
98019801:10891089 = 9 un 980198019801: 108910891089 = 9.

Piezime. Pardabisku skait|u ir bezgaligi daudz, nakamie mazakie ir 2178; 10989; 21978; 109989;
219978; 1099989; 2199978; 10891089; 10999989; 21782178; 21999978.

Vértésanas kritériji

Par katru atrastu skaitli 4

Par katru parbaudi, ka atrastais skaitlis der 1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 35 317 |21 14 0 14 197 |1 7 8 6 84
Vidéeji iegltais punktu skaits 3,16

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skaitlu teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par skait]a sastavu,
2) skaitu dalisana,
3) algoritma izstradasana.

9.5. a) Pieradit, ka starp 1010 dazadiem naturaliem skaitliem, no kuriem neviens neparsniedz 2017,
vienmer iesp€jams izveléties tris skaitlus ta, ka divu izveéléto skaitlu summa ir vienada ar treso skaitli!
b) Vai $ada Tpasiba ir spéka ar1 1009 dazadiem naturaliem skaitliem, kas neparsniedz 20177
Atrisinajums. a) Lielako starp izvélétajiem skaitliem apziméjam ar x un pieradisim, ka var atrast
divus citus skaitlus, kuru summa ir x.
Visus skait]us, kas mazaki neka x, sadalam paros ta, ka viena pari esoso skaitlu summa ir x:
1) ja x ir nepara skaitlis jeb x = 2n +1, tad tie sadalas n paros
(1; 2n), (2; 2n—1),..,(n; n+ 1),
2) ja x ir para skaitlis jeb x = 2n, tad tie sadalas n — 1 paros
(;2n—-1), (2;2n—2),..,(n—1; n+ 1),
skaitlim n para nav, to atstasim vienu pasu.
Takax < 2017, tad abos gadijumosn < 1008.
Ta ka ir izveléti 1009 skaitli, kas mazaki neka x, tad péc Dirihlé principa vismaz divi no tiem bus
no viena para, kas summa dod x, tie ari bUs tris meklétie skaitli.
b) Savukart 1009 dazadiem skaitliem, kas neparsniedz 2017, minéta 1pasiba nav spéka. Ja
izvélamies visus nepara skaitlus no 1 lidz 2017, tad izvéléti ir 1009 skaitli, no kuriem nekadi divi
summa nedod citu skaitli no §t komplekta, jo divu nepara skaitlu summa vienmeér ir para skaitlis.
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Piezime. Alternativi varam izvéléties 1009 lielakos skaitJus (no 1009 lidz 2017), tad jebkuru divu
sadu skaitlu summa bds lielaka neka divu mazako skaitlu summa, tas ir, 1009 + 1010 = 2019, kas
jau ir lielaka neka vislielakais skaitlis 2017.

Vértésanas kritéeriji

a) gadijums (kopa 6 punkti)
Par pamatojumu 6
b) gadijums (kopa 4 punkti)
Par pareizu atbildi 1
Par pareizu piemeéru 3

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 41 331 143 | 49 35 42 28 14 11 7 2 1
Videji iegltais punktu skaits 1,32

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot $o uzdevumu:
1) gadijumu Skiro$ana un algoritma izstrade,

2) pieméra atrasana atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem

3) vispariga algoritma izveidoSana.

10. klase

10.1. Punkti A un B ir 16 km attdluma viens no otra, bet B un C ir 12 km attaluma. SosejaA — B — C
punkta B izveido taisnu lenki (skat. 15. att.). Celinieka atrums pa Soseju ir v km/h, bet pa lauku ceju
atrums ir ¢ km/h. Ja celinieks dodas no A uz C pa Soseju (marsruts A - B — (), tad vins nonak
galapunkta par 20 min atrak neka ejot no A uz C pa lauku celu (marsruts A — (). Ja turpretivins iet
11 km pa Soseju no A uz D un péc tam uz C pa lauku celu (marSruts A - D — (), tad vins cela
pavada 5 stundas un 5 minutes. Apréekinat v un c!

15. att.
Atrisinajums. Izmantojot Pitagora teorému trijsttri ABC, iegiustam AC = 20 km (skat. 20. att.). Ta
ka BD =AB —AD =16 —11 =5 km, tad, lietojot Pitagora teorému trijstari DBC, ieglistam, ka
CD =13 km.

20 .-
gt
A
16
16. att.
No uzdevuma nosacijumiem iegistam vienadojumu sistému:
20 28 1
c v 3
13 4 11 _ 61
c v 12

Reizinot sisteémas pirmo vienadojumu ar 11 un otro ar 28, ieglstam
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220 308 11

c v 3
364 308 427
+ =
c v 3

. D - 5 .
Saskaitot abus vienadojumus, ieglistam % = 4z—gjeb c=4.

levietojot ieglto ¢ vértibu pirmaja vienadojuma, aprékinam otru nezinamo: 5 — 21]—8 = %jeb v =6.
Tatad celinieka atrums pa Soseju v = 6 km/h, bet pa lauku vina atrums ir c = 4 km/h.

Vértésanas kriteriji

Aprekinats AC garums

Aprekinats CD garums

Sastadits marsrutiem A - B — C un A — C atbilstosais vienadojums
Sastadits marSrutam A — D — C atbilstosais vienadojums

Atrisinata vienadojumu sistéma

Uzrakstita atbilde

Uzrakstita tikai atbilde

e L A N = N =

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 20 27 236 | 115 |68 41 19 14 21 20 88
Vidéji iegltais punktu skaits 4,11

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir klasisks teksta uzdevums, ko risina skolas kursa.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) fizikas formulat = %,

2) vienadojumu sistémas sastadisana un atrisinasana.

10.2. Pieradit, ka x? + 2y? + 2xy + y + 1 > 0, ja x, y — redli skait|i!
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
(2 +2xy+y)+y*+y+1>0;
(x+y)2+<y2+2-y-1+<1>2>+§> 0;
2 2 4
2

(x+y)2+<y+1> +§>0.
2 4

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un % ir pozitivs skaitlis, tad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta
ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x
uny.

Veértésanas kriteériji

Par ekvivalentiem parveidojumiem, pilno kvadratu atdaliSanu
Izdarits secinajums par ieglitas nevienadibas patiesumu
Secinats, ka art dota nevienadiba ir patiesa

Pamatots, ka nevienadiba izpildas visiemx > 0,y > 0

Par atseviSkiem piemériem dazam x un y vértibam

RO NN

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 15 101 | 47 115 | 54 28 15 8 22 20 61 190
Vidéji iegltais punktu skaits 5,19
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par nevienadibu pieradiSanu, atdalot pilno kvadratu (skat. teoriju
pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a® + 2ab + b? = (a + b)?,
2) saskaitamo un summas novértésana.

10.3. Kvadrata ABCD diagonales krustojas punkta O, punkts E ir nogriezna AO viduspunkts. Taisne BE
krusto malu AD punkta F, bet taisne FO krusto malu BC punkta G. Pieradit, ka trijsturis BFG ir
vienadsanu!

1. atrisinajums. Trijstlri AEF un CEB ir lidzigi péc pazimes ¢4, jo XAEF = XCEB ka krustlenki
un XFAE = ¥<BCE ka iek$éjie skérslenki pie paralélam taisném (skat. 21. att.). Ta ka AE = OE un
AO = 0C, tad EC = 3AE un Iidz ar to trijstiru CEB un AEF hdzibas koeficients k = % = 3. Tatad
AF = xun BC = 3x.

u G
B . C
YO
E¥'
; D
A F
17. att.

Trijstari AOF un COG ir vienadi péc pazimes ¥m#, jo XOAF = X0CG (ieksS&jie skérslenki),
AO = 0C un XAOF = «COG (krustlenki). Tapéc AF = CG = x, no ka izriet, ka BG = BC — CG =
= 3x — x = 2x. Trijstari BFG no punkta F novelkam augstumu FU. levérojam, ka Cetrsttris ABUF
ir taisnsturis, tapéc AF = BU = x ka taisnstlra pretéjas malas. Esam ieguvusi, ka UG = BG — BU =
= 2x —x = x = BU.Tatad FU ir trijstira BFG mediana. Ta ka FU trijsttrt BFG ir gan mediana, gan
augstumes, tad trijsturis BFG ir vienadsanu trijstaris, kas ari bija japierada.

2. atrisinajums. Savienojam diagonalu krustpunktu O ar malas AB viduspunktu T, nogriezna OT
krustpunktu ar BE apziméjam ar P (skat. 22. att.). Tad OT||AD, jo OT ir trijstira ABD viduslinija. Ta
ka OT un BE ir trijstura ABO medianas, tad PO : TP = 2 : 1. Apziméjam kvadrata ABCD malas

garumu ar a. Tad TP =§0T=§-%a=%. Nogrieznis TP ir trijstra ABF viduslinija, tapéec
AF = 2TP = % Trijstlri AOF un COG ir vienadi péc pazimes ¥m#f, jo XOAF = X0CG (iekséjie
2a

skérslenki), AO = OC un <AOF = «COG (krustlenki). Tapéc GC = g un BG = 5

B Ht ?r Ht G C

A% D
18. att.
Savienojam punktu F ar nogriezna BG viduspunktu U, tad FU ir trijstura BFG mediana un
BU = UG = g Cetrstaris ABUF ir taisnstaris, jo BU = AF = g un BU||AF, un <ABU = 90°. Lidz
ar to FU ir trijstira BFG augstums. Ta ka FU trijsturt BFG ir gan mediana, gan augstums, tad
trijstdris BFG ir vienadsanu trijstlris, kas ari bija japierada.
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Vértesanas kriteriji

Par zimejumu, kura attélots tikai dotais
Novilkts perpendikuls pret BC vai BA
Pieradits, ka AF =~ AD

Pamatots, ka AF = GC

Secina, ka FU ir gan augstums, gan mediana
Izdara secinajumu par trijstari BFG

R RN RO

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 13 345 | 153 |68 34 19 12 6 7 8 5 6
Videji iegltais punktu skaits 1,14

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) [lidzigu trijsttru atrasana un lidzibas izmantosana,
2) vienadsanu trijstira pazime — ja trijstira mediana vienlaicigi ir art augstums, tad trijstaris ir
vienadsanu.

10.4. Dots taisnstlris ar izmériem 7 X 5 ritinas. Griezot pa ratinu linijam, tas sagriezts septinas
vienlielas dalas (katras dalas laukums ir 5 rGtinas). Noteikt, kads ir mazakais iespéjamais griezuma
ITniju kopgarums, pienemot, ka ritinas malas garums ir viena vienibal!

Atrisinajums. Mazakais iespéjamais griezuma liniju kopgarums ir 24 vienibas, skat., pieméram,
23. att.

19. att.

Pieradisim, ka nav iespéjams iegit mazaku griezuma liniju kopgarumu. Pienemsim, ka taisnsturis
ir sagriezts 7 dalas, kuru perimetri ir Py, P,,..., P;, un griezuma liniju kopgarums ir L. Aplukojam
summu P; + P,+...+ P,. Saja summa katrs griezuma posms ir ieskaitits divas reizes, bet katras
dalas armalas posms — vienu reizi. Ta ka taisnstira perimetrs ir (7 +5) - 2 = 24, tad ieglstam

P; +Py+...+ P, = 2L+ 24jebL = PutPor-+ P72% Tatad L biis minimals, ja perimetru summa bus
vismazaka. Apskatisim, kadas figliras, kuru laukums ir 5 ratinas, var ieglt, griezot pa ratinu linijam.
Figtru, ko ieglist no pieciem vienibas kvadratiem, pievienojot tos vienu otram pa vesela garuma
malam, sauc par pentamino. Pavisam ir 12 dazadi pentamino (skat. 20. att.).

A3 B, 8
Ah T & I

20. att. 21. att. 22. att.

No visam pentamino figiram mazakais perimetrs ir 21. att. dotajai figlirai un tas ir 10 vienibas,
paréjam figuram perimetrs ir 12.

Tagad pieradisim, ka doto taisnstiri nevar sagriezt 7 $adas figlras. lekrasojam ratinas, ka redzams
22. att., ievérojam, ka katra 21. att. figlirina aiznem vismaz vienu iekrasoto ratinu. Tad, ja bitu
izdevies sagriezt taisnsturi 7 Sadas figlras, tad batu vajadzigas vismaz 7 iekrasotas rutinas, bet ir tikai
6, ieguta pretruna.
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Tatad ir ne vairak ka sesas 21. att. figlras un septita figlra ir citadaka, turklat tas perimetrs ir 12.
Lidz ar to perimetru summa ir vismaz 6-104 12 = 72, un griezuma liniju garumu summa

L>2222 = o4

Vértésanas kriteriji

Paradits piemérs, kur griezuma liniju kopgarums ir 24 vienibas 4
Pamatots, ka L bis minimalais, ja dalu perimetru summa bus vismazaka 2
Uzrakstits (var bt bez pamatojuma), ka vienas dalas mazakais iespéjamais perimetrs 1
ir 10 vienibas

I
Uzrakstits (var bat bez pamatojuma), ka visam dalam, kas nav , perimetrsir12 1

Pamatots, ka visam dalam perimetrs nevar bt 10 vienibas 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 156 |41 14 40 279 |74 34 15 7 1 8
Vidéji iegltais punktu skaits 3,21

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatoriska geometrija.

Sis ir uzdevums par figiram ritinu plakné, kura risina$ana noder zina$anas par pentamino (polimino,
kas sastav no 5 ratinam), bet svarigakais uzdevuma ir izpratne par lauztas linijas garuma aprékinasanu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) atbilstoSa pieméra atrasana,

2) lauztas linijas garuma aprékinasana,

3) visu figlru (pentamino), kas sastav no 5 rttinam, perimetru aprékinasana,
4) invariantu metode — krasosana.

10.5. Desmitciparu skaitll vienadus ciparus aizvietojot ar vienadiem burtiem, bet dazadus — ar
dazadiem, ieguva vardu MATEMATIKA (isais “A” un garais “A” aizstaj at3kirigus ciparus). Papildus
zinams, ka skaitlis MA dalas ar 2, MAT — ar 3, MATE — ar 4, MATEM — ar 5, MATEMA - ar 6,
MATEMAT —ar 7, MATEMATI — ar 8, MATEMATIK —ar 9, MATEMATIKA — ar 10. Noteikt, kads
bija sakotnéjais desmitciparu skaitlis!

Atrisinajums. Ja skaitlis dalas ar 10, ta pedé€jais cipars ir 0. Tatad A = 0.

Ja skaitlis dalas ar 5, tad ta pédéjais cipars ir vai nu 0, vai 5. Ta ka jau ieguvam, ka A = 0, tad
M =5.

Apskatam skaitlus MAT = 50T un MATEMA = 50TE5A. No dalamibas pazimes ar 3 izriet, ka

5+ 0+ T jadalasar 3, (1)
E + 5+ Ajadalasar 3. (2)

Tatad no (1) iegustam, ka iespéjamas T veértibas ir 1; 4 vai 7. Lai skaitlis dalitos ar para skaitli, tad
nepiecie$ams, lai skaitla pédéjais cipars bitu para. Ta k3 MATE un MATEMA jadal3s attiecigi ar 4
un 6, tad E un A ir jabat para skaitliem un, nemot véra (2), ieglistam, ka E + A iespéjamas vértibas
ir 4; 10 vai 16. Ta ka E un A jabat dazadiem para skaitliem, tad iespé&jama ir tikai summa 10, un der
varianti2 + 8; 4+ 6;6 + 4; 8 + 2.

Ta ka MATE jadalas ar 4, tad no dalamibas pazimes ar 4 izriet, ka TE jadalas ar 4, un lidzigi no
dalamibas pazimes ar 8 ieglstam, ka ATI jadalas ar 8. Parbaudam visus iespéjamos variantus
atkariba no T vertibas.
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1 2 8 I = 6un, lai MATEMATIK dalitos ar 9, tad K bitu jabat 8, kas neder,
joA = 8.

6 4 Neder, jo 5016541 nedalas ar 7.
4 8 2 Neder, jo 5048524 nedalas ar 7.
7 2 8 Neder, jo 5072587 nedalas ar 7.
6 4 I =2unK =9, Iidz ar to sakotnégjais skaitlis bija 5076547290.
Vértésanas kritéeriji
Secinats, kaA =0 1
Secinats, kaM =5 1
Secinats, ka E un A ir para skaitli 1
Secinats, kadas var bit iespéjamas T vértibas 2
Secinats, ka E = 6 ir vieniga deriga vértiba 1
Secinats, ka A = 4 ir vieniga deriga vértiba 1
Secinats, kal = 2 1
Secinats, ka K =9 1
Uzrakstits, kads bija sakotnéjais skaitlis 1
Uzrakstits, kads bija sakotnéjais skaitlis bez pamatojuma 4
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 6 54 27 11 47 142 | 53 47 33 26 20 107

Videji iegltais punktu skaits 4,79

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — skait|u teorija.
Uzdevums ir rébuss par ciparu aizstasanu ar burtiem.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) dalamibas pazimes ar 3; 4; 5; 8; 10,
2) gadijumu Skirosana.

11. klase

11.1. Zinams, ka skaitlu a;; a,; az summa ir 105 un tie veido aritmétisko progresiju, bet skaitli

aq; az; az +4 veido geometrisko progresiju. Atrast visas iespéjamas aq; a,; az vertibas
pamatot, ka citu nav!

un

Atrisinajums. No aritmétiskas progresijas definicijas izriet, ka a, = a; + d unas = a; + 2d, kur

d ir diference. Lidz ar to ieglistam vienadojumu
a1+a1+d+a1+2d=105;

3a, + 3d = 105;
a, +d = 35;
a, =35 —d.
Ta ka ay; ap; as +4 veido geometrisko progresiju, tad izpildas vienadiba Z—j:ai;'“ i

a3 = a,(az + 4). lzsakot a;, a, unas ar d, ieglistam
(35—-d+d)?=B5-d)(35—d + 2d + 4);
352 = (35 —-d)(39 + d);
d? +4d —35-39 + 352 = (;
d*+4d —35-4=0;
d* + 4d — 140 = 0.
Izmantojot Vjeta teorému, ieglistam d; = 10 und, = —14.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka a; = 25; a, = 35; a3 = 45vaia; = 49; a, = 35; a; = 21.

jeb
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Vértesanas kriteriji

lzsaka a4, a,, az, a; + 4, izmantojot a; und

Uzraksta vienadojumu a; + a, + az = 105vaia; +a, +d + a; + 2d = 105
legist, ka a3 = a;(az + 4)

Apréekina a; und

Uzraksta atbildi

= A NEN

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 40 119 |76 66 61 35 15 5 6 10 9 65
Vidéji iegltais punktu skaits 3,13

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — algebra.

Uzdevums ir skolas kursa uzdevums par aritmétisko un geometrisko progresiju.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) aritmétiskas progresijas definicija,

2) geometriskas progresijas Tpasiba bbi = bnv1

n—1 by’
3) visu doto lielumu izteikSana ar diviem nezinamajiem,
4) vienadojuma sastadisana un atrisinasana.

11.2. Pieradit, ka x* + 2x3y + 2xy3 + y* = 6x%y?, ja x un y ir reali pozitivi skait|i!
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
(x* = 2x2y% + y*) + 2x3y + 2xy3 — 4x%y? > 0;
(x2 —y2)2 + 2xy(x? + y? — 2xy) = 0;
(x2 —y?)2 + 2xy(x —y)?2 = 0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un xy > 0 péc dota, tad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka
tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem pozitiviem skaitliem x
uny.

Vértésanas kriteriji

Par ekvivalentiem parveidojumiem, pilno kvadratu atdalisanu 7
Izdarits secinajums par iegtitas nevienadibas patiesumu 2
Secinats, ka art dota nevienadiba ir patiesa 1
Par atseviSkiem piemériem dazam x un y vértibam 1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits 21 91 76 | 41 12 11 9 11 32 15 81 107
Videji iegltais punktu skaits 5,15

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par nevienadibu pieradiSanu, atdalot pilno kvadratu (skat. teoriju
pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizindsanas formulu a® + 2ab + b? = (a + b)?,
2) saskaitamo un summas novértésana.
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11.3. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu sistemu:

x+z=2017 (D
{31xz = y? (2)
Atrisinajums. No (2) izriet, ka y jadalas ar 31 jeb
y =31t (3)

un, tatad ari kadam no reizinatajiem x vai z jadalas ar 31. Turklat dalities ar 31 var tikai viens no
Siem skaitliem, pretéja gadijuma no (1) iegltu, ka 2017 dalas ar 31, bet ta nav. Ta ka 2017 ir
pirmskaitlis, tad x un z nav kopigu dalitaju. Dota vienadojumu sistéma ir simetriska attieciba pret x
un z, tapéc pienemsim, ka x dalas ar 31, tas ir,

x =31p (4)

(pienemot, ka z dalas ar 31, visi spriedumi ir analogiski).

Izmantojot (3) un (4), no (2) iegistam, ka 31-31p -z = (31t)? jeb pz = t2. Ta kd p un z nav
kopigu dalitaju, tad katram no skaitliem p un z ir jabut kada naturala skaitla kvadratam, tas ir,

p = p? un z = zZ. Izmantojot (1) un (4), iegistam p = % = % < % jeb p? < % < 65.
Tatad p; < 8.
lzveidojam tabulu, kura analiz€jam visas iespéjamas p; vertibas.
p1 p=p? x=31p z=2017—x zir Paskaidrojums
kvadrats
1 1 31 1986 né 1986 dalas ar 2, bet nedalas ar 4
2 4 124 1893 ne kvadrata péde€jais cipars nevar but 3
3 9 279 1738 ne kvadrata péde€jais cipars nevar but 8
4 16 496 = 1521 = 392 ja
5 25 775 1242 neé kvadrata pédé€jais cipars nevar bat 2
6 36 1116 901 né | 302 =900un31% =961
7 49 1519 498 neé kvadrata pédéjais cipars nevar bat 8
8 64 1984 33 neé kvadrata pédé€jais cipars nevar bat 3

Esam ieguvusi atrisinajumu x = 496, y = 4836, z = 1521 un, ta ka vienadojumu sistéma ir
simetriska attieciba pret x un z, ieglistam otru atrisinajumu x = 1521, y = 4836, z = 496.

Vértésanas kritériji

Secinats, ka y dalas ar 31

Secinats, ka vai nu x, vai z (tieSi viens no Siem skaitliem) dalas ar 31
Secinats, ka x un z nav kopigu dalitaju

Secinats, ka gan p, gan z ir naturalu skaitJu kvadrati

Secinats, kap; <8

Pamatots, ka der tikai p; = 4

Uzraksta abus atrisinajumus

Tikai par atbildi

NN NPEFPFPRPEFPRPNPRE

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 45 334 |61 39 9 1 2 1 4 5 2 4
Vidéji iegltais punktu skaits 0,56
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) javienadibas vienas puses izteiksme dalas ar kadu skaitli, tad art otras puses izteiksmei jadalas
ar So skaitli,
2) nezinamo novértésana un visu gadijumu apskatisana.

11.4. Cetras rinka linijas aréji pieskaras ta, ka paradits 23. att. Pieradit, ka ¢etrstlrim, ko veido rinka
[niju pieskarSanas punkti, var apvilkt rinka liniju!

2N
| ) ™~
'-7-‘\\_‘\ p \."1
( ) |
N ~ ™ /
,« N
\' |
4 /
\\\. ////
23. att.

Atrisinajums. Rinka lniju pieskarSanas punktus apziméjam ar A,B,C un D (skat. 24. att.).
Novelkam doto rinka liniju kopigas pieskares AM un BM. Trijsturis AMB ir vienadsanu, jo AM = MB
ka rinka linijas pieskaru nogriezni, kas novilkti no punkta arpus tas. Lidz ar to <XMAB = <MBA = «
ka lenki pie pamata vienadsanu trijstari. Lidzigi iegustam atlikuSo lenku paru vienadibas.

levérojam, ka <DAB + ¥ABC + <BCD + «CDA = 2a + 2 + 2y + 26 = 360°, no kurienes
ieglistam, ka a+f+y+45=180°. Ta ka <«DAB+<¥BCD=a+ [ +y+ 6 =180° tad
Cetrstlrim ABCD var apvilkt rinka liniju, kas ar1 bija japierada.

Piezime. Lenku vienadibu var pieradit art izmantojot hordas-pieskares lenki.

24. att.

Vértesanas kriteriji

Uzraksta, ka €etrsturim var apvilkt rinka liniju, ja ta pretéjo lenku summair 180° 2
Pamato, ka AAMB ir vienadsanu trijstaris 2
Secina, ka <BAM = <ABM 1
Izdara secinajumu par atlikusajiem lenku pariem 2
Parada, ka Cetrstira pretéjo lenku summa ir 180° 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 37 224 | 63 91 30 10 9 1 5 2 5 30
Videéji iegtais punktu skaits 1,70
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pieskaru nogrieznu ipasiba,
2) ja Cetrstlra pretéjo lenku summa ir 180°, tad ap to var apvilkt rinka liniju.

11.5. Antra un Baiba spélé spéli uz 3 X 3 rutinu laukuma. Spélétajas gajienus izdara péc kartas, katra
gajiena kada no tuksajam ratinam ierakstot vai nu nulltti, vai krustinu (katra spélétaja katra gajiena
var rakstit jebkuru no Siem simboliem). Kad viss laukums aizpildits, tiek saskaitits spéles rezultats.
Par katru rindu, kolonnu un diagonali (tadu, kas satur 3 ratinas), ja taja ir para skaits krustinu, punktu
sanem Antra, bet, ja krustinu skaits ir nepara, tad punktu sanem Baiba. Uzvar sp€létaja, kuras punktu
kopsumma ir lielaka. Pieradit, ka spélétajai, kura sak spéli, ir uzvarosa stratégija, un aprakstit to!

Atrisinajums. Aplukosim gadijumu, ka pirma gajienu izdara Antra un izmanto talak aprakstito
stratégiju.
Pirmaja gajiena centralaja ratina Antra ieliek krustinu (skat. 25. att.).

X

25. att.
Uz katru Baibas gajienu Antra atbild, ieliekot pretéju simbolu ratina, kas ir simetriska attieciba
pret kvadrata centru. Pieméram, uz Baibas gajienu ,,0” laukuma kreisa apakséja sturi, Antra atbild
ar ,x” laukuma augséja labaja star (skat. 26. att.).

1]
26. att.

Tadéjadi péec katra Antras gajiena veidojas viens trijnieks, kas iet caur centralo ratinu un Antra
sanem punktu. Sadi par otro rindu, otro kolonnu un abam diagonalém Antra kopa iegiist 4 punktus.
Ja apluko pirmo un treso kolonnu, tad simetrijas dé| viena kolonna punktu ir ieguvusi viena spélétaja,
bet otra — otra spélétaja. Tas pats attiecas uz pirmo un treSo rindu. Tatad aprakstita stratégija
vienmeér garanté Antras uzvaru ar rezultatu 6:2.

levérosim, ka spéle ir simetriska attieciba uz izmantotajiem simboliem — para skaits krustinu kada
virziena nozimé nepara skaitu nulliSu un otradi. Tatad, ja pirma gajienu izdara Baiba, tad vinai
centralaja ratina jaieliek ,,0” un talak jaspelé péc ieprieks aprakstitas stratégijas.

Vértésanas kriteriji

Aprakstita stratégija, ka Antrai jaspélé, ja vina sak 5
Aprakstita stratégija, ka Baibai jaspélé, ja vina sak 5
Ideja par simetrijas izmantosSanu 2
1
1

Pirmo kaulinu ieliek centra
Apskatiti dazi atseviski piemeéri

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 15 117 | 112 |56 35 25 41 34 16 20 10 26
Videji iegltais punktu skaits 2,94

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksnozare — kombinatorika.

Uzdevums ir matematiska spéle, kuras risinasana galvena ideja ir simetrijas izmantoSana.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktadra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) gadijumu SkiroSana,

2) simetrija pret punktu,

3) uzvarosas stratégijas izstrade.
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12. klase

12.1. Jebkuriem diviem pozitiviem skaitliem x un y piekartots tresais skaitlis x18Y, ko apzimésim ar x *
y. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem x, y un z izpildas (x * y) * z = x * (y * z).
Atrisinajums. Pieradama vienadiba (x * y) * z = x * (y * z) ir ekvivalenta vienadibam:
xlgy X7 = X % ylgz;
(xlgy)lgz — x180'8%,
xlgy-lgz — xlgz-lgy_

P&dgéja vienadiba ir patiesa, tatad pozitiviem skaitliem x, y un z izpildas (x x y) * z = x * (y * z).

Vértésanas kriteriji

Doto vienadibu parraksta forma (xlgy)lgz — xley'e?

Vienadibas kreiso pusi parraksta forma x'8¥182

Vienadibas kreiso pusi parraksta forma x'8z18¥

Secina, ka abas vienadibas puses ir vienadas un dota vienadiba ir patiesa

= W N A

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 44 238 | 47 13 1 7 4 9 1 2 17 52
Vidéji iegltais punktu skaits 2,23

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevuma risinasana svarigakais ir izpratne par jaunu definéto darbibu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) logaritma Tpasiba log, x* = k - log, x,
2) reizinajums nemainas, ja reizinatajus maina vietam, tasir,a*-b = b - a.

12.2. Pieradit, ka x% + y2 + 4 > 2x — 2y — xy, ja x, y — redli skait]i!
Atrisinajums. Reizinam nevienadibas abas puses ar 2 un veicam ekvivalentus parveidojumus:
2x% + 2y? + 8 = 4x — 4y — 2xy;
x2+2xy+y?+x?—4x+y*+4y+8=0;
(x+y)?2+(x?—4x+4)+ (y*+4y+4) >0;
(x+y)?2+(x—-2)22+(y+2)?=>0.
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas kreisaja pusé ir tris nenegativu
skaitlu summa, kas art ir nenegativs skaitlis. Tatad pédeja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skait]iem x un y.

Vértesanas kriteriji

Par ekvivalentiem parveidojumiem, pilno kvadratu atdalisanu
Izdarits secinajums par iegttas nevienadibas patiesumu
Secinats, ka art dota nevienadiba ir patiesa

Par atseviSkiem piemériem dazam x un y vértibam

RPN

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 13 61 57 83 39 21 8 8 9 13 22 101
Videéji iegtais punktu skaits 4,45

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
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Uzdevums ir standartuzdevums par nevienadibu pieradisanu, atdalot pilno kvadratu (skat. teoriju
pielikuma).

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktadra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a® + 2ab + b? = (a + b)?,

2) saskaitamo un summas novértésana.

12.3. Naturalu skaitli sauksim par pardabisku, ja, ta ciparus uzrakstot pretéja seciba, iegust skaitli, kas
ir lielaks neka sakotnéjais skaitlis, un iegttais skaitlis dalas ar sakotnéjo skaitli. Mazakais pardabiskais
skaitlis ir 1089, jo 9801: 1089 = 9. a) Atrast vél divus citus pardabiskus skaitlus! b) Pieradit, ka
pardabisku skaitlu ir bezgaligi daudz!

Atrisinajums. a) Nakamie pardabiskie skaitli ir 2178; 10989; 21978; 109989; 219978; 1099989;
2199978; 10891089; 10999989; 21782178; 21999978.

b) Aplikojam skaitlus, ko veido pierakstot skaitlim 1089 beigas k (k >1) reizes skaitli 1089, tas ir,
skait|us forma 10891089...1089. Sada “pierakstidana gala” ir lidzvértiga skaitla reizindsanai ar skaitli
100010001...0001, kura ir k vieninieki un starp diviem blakus vieniniekiem ir tris nulles. No
uzdevuma nosacijumiem, zinot, ka 9801 = 1089 - 9, iegustam

10891089 ...1089-9 = 1089 -10001...001 -9 =9801-10001...001 = 98019801 ...9801.

Rezultata ir ieglts sakotnéjais skaitlis, kura cipari ir uzrakstiti pretéja seciba. Ta ka k var bt
jebkurs naturals skaitlis, tad esam pieradijusi, ka pardabisku skaitlu ir bezgaligi daudz.

Piezime. Var pieradit ari, ka visi skaitli, kas ieglti no 1089 vai 2178, ierakstot tiem vidl patvaligu
skaitu devitnieku, ir pardabiski, bet $aja gadijuma pieradijums ir sareZgrtaks.

Veértésanas kriteériji

a) gadijums (kopa 5 punkti)

Par katru atrastu skaitli 2
Par parbaudi, ka abi skaitli der 1
b) gadijums (kopa 5 punkti)

Izvirzita pareiza hipotéze par pardabisku skaitlu konstrukciju bez pieradijuma 2
Pieradijums, ka konstrukcijas rezultata iegutie skaitli ir pardabiski 3

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 43 170 |4 26 78 5 12 4 39 26 6 22
Vidéji iegitais punktu skaits 2,92

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par skaitla sastavu,
2) skaitju dalisana,
3) algoritma izstrade.
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12.4. Divas dazadas rinka linijas iekséji pieskaras punkta A. Lielakas rinka linijas centrs ir O un taisne
OA krusto mazako rinka liniju punkta B, bet lielako — punkta C. Lielakas rinka linijas diametrs, kas ir
perpendikulars OA, krusto mazako rinka liniju punkta D, bet lielako — punkta E (punkts D atrodas
starp O un E, skat. 31. att.). Aprékinat abu rinka liniju radiusu garumus, ja DE = 5un BC = 7.

E

D

Ja Y
\

27. att.

Atrisinajums. Lielakas rinka Iinijas radiusa garumu apziméjam ar R, tad AO = OF = OC =R,
OD=0E—-—ED=R—-5un0OB=0C—-BC=R-17.

Trijstdris ADB ir taisnlenka, jo XADB balstas uz mazakas rinka linijas diametra AB.

Taisnlenka trijstdri augstuma pret hipotentzu kvadrats ir vienads ar kateSu projekciju uz
hipoteniizas reizindjumu, tas ir, OD?> = AO - OB jeb (R —5)?> = R(R — 7). Atrisinot iegito
vienadojumu, iegistam 3R = 25 jeb R = 23—5 Mazakas rinka linijas radiusa garums ir AC-BC

50 7 29

6 2 6"
Piezime. Vienadibu OD? = AO - OB var iegit ari pamatojot, ka AAOD~ADOB.

Vértésanas kriteriji

Par ziméjuma papildinasanu ar nogriezniem AD un BD
Izteikts OD garums

Izteikts OB garums

Secina, ka AADB ir taisnlenka

leglist (ar pamatojumu) vienadibu OD? = OA - OB
leglst un atrisina vienadojumu attieciba pret R
Aprékina r

P NDR R R R

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 22 127 |52 39 27 44 9 2 3 5 9 96
Vidéji iegitais punktu skaits 3,72

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) Eiklida formula — taisnlenka trijstlrt augstuma pret hipotenizu kvadrats ir vienads ar katesu
projekciju uz hipotenizas reizinajumu, tas ir, h? = a. - b,
2) trijstQru ldziba un atbilstoSo malu attieciba,
3) vienadojuma sastadisana un atrisinasana.

12.5. Kadu lielako skaitu 5 X 13 rdtinu taisnstlru var izgriezt no ratinu lapas, kuras izméri ir
a) 41 X 65; b) 47 X 65 ratinas?
Atrisinajums. a) Lielakais skaits taisnstdru 5 X 13, ko var izgriezt no ritinu lapas 41 X 65, ir 41,
pieméram, skat. 28. att. Vairak taisnsturus nav iesp&jams izgriezt, jo (41-65) : (5-13) = 41.
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5 5 555555 55 555

13

13

ot

Ut

13 13 13 13 13
28. att.

b) No ratinu lapas 47 X 65 ratinas var izgriezt 46 taisnstlrus, skat., pieméram, 29. att.

Pieradisim, ka 47 taisnstlrus izgriezt nevar. Ja varétu izgriezt 47 taisnstiarus, tad visa sakotnéja
ratinu lapa bGtu jasagriez 5 X 13 ratinu taisnstlros. Pienemsim, ka tas ir izdevies un aplikosim 47
rdtinu garo malu. Pienemsim, ka pie $1s malas pieskaras m taisnsttri ar garo malu (13) un n —ar1so
malu (5), tad 13m + 5n = 47. Pamatosim, ka S§im vienadojumam nav atrisinajuma nenegativos
veselos skaitlos. Jam > 4, tad vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir vismaz 13-4 + 5n >
> 52 > 47, tatad m < 4. Parbaudam visas iespéjamas m vértibas:

0jam=0,tadn=4;;—7;
Ojam=1,tadn=%;
ejam=2,tadn =25—1;
e jam=3,tadn =§.

Neviena gadijuma n nav nenegativs vesels skaitlis. Tatad 47 taisnsturos doto lapu sagriezt nav
iesp€jams.
5 5 555555 55 5 55

13

13

— ot Ot Ot Ut

13 13 13 13 13
29. att.

Vérteésanas kritériji

a) gadijums (kopa 4 punkti)

Par pareizu piemeéru, ka var izgriezt 41 taisnstari 3
Par pamatojumu, ka nevar izgriezt vairak taisnsttrus

b) gadijums (kopa 6 punkti)

Par atbildi, ka lielakais skaits taisnstlru, ko var izgriezt no ratinu lapas, ir 46
Par pareizu piemeéru, ka var izgriezt 46 taisnstlirus

Par pamatojumu, ka nevar izgriezt vairak taisnstirus

Secinats, ka pie malas ar garumu 47 ratinas taisnsturi pieskaras gan ar 1so, gan
ar garo malu

=

[ I~ S SN
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 100 | 65 35 23 31 21 57 36 12 19 31
Videji iegltais punktu skaits 3,67

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatoriska geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par figliru sagriesanu,
2) ratinu skaita novértésana,
3) atbilstosa pieméra atrasana.

Valsts olimpiade - 2017

9. klase

9.1. Doti 63 dazadi naturali skaitli, kuru summa ir 2017. Atrast Sos skaitlus un pamatot, ka citu nav!
Atrisinajums. Der skaitli 1, 2, 3, ..., 61, 62, 64. Pieradisim, ka citu nav. Aplikojam 63 mazakos

(1+63)'63

naturalos skaitlus. Tosummairl +2 +--- + 63 = = 2016. Mekleto skaitlu summa ir tikai par

1 lielaka —vienigais veids, ka to ieglt, ir skaitli 63 aizstat ar 64.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 7 6 1 8 0 1 0 9 1 3 29
Videji iegltais punktu skaits 6,54

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apakSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktuira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) ekstremala elementa metode — mazako saskaitamo apskatisana,
ai+an

2) aritmétiskas progresijas pirmo n locekJu summas aprékinasanas formula §S,, = .

9.2. Uz taisnes atlikti punkti P,Q,R un S ta, ka PQ = RS (skat. 30. att.). Nogriezni PQ, RS, PS, QR ir
rinku diametri. Nogrieznis MN ir iekrasotas figuras simetrijas ass. Pieradit, ka iekrasotas figlras
laukums ir vienads ar laukumu rinkim, kura diametrs ir MN.

M

30. att.
Atrisinajums. Nogrieznu MN un QR krustpunktu apziméjam ar O, 0Q = ON = OR = x (ka
radiusi) un PQ = RS = y. Simetrijas dé] OP = 0S = OM = x + y. Aprékinam laukumus:
MN

2 2
_ (MN _ Q@x+y)t  _mw 2 2y _ 2 1 _9).
SMN_(Z) m=—— 7'[—4(4)6 +4xy+y)—7t(x +xy+4y ),
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1 1 1 ) 1 5 PQ 2
Siekrésotais = ESQR + ESPS - SPQ = EOR T+ EOS T — <7> T

1 1 V2
— (22 4 = 2 _(Z =
—n(zx +2(x+y) (2)>
(1,2 1 2 1.2_1 2\ _ 2 1.2
—n(zx toxt+xy+oy 4y)—n(x txy+oy )
Tatad esam pieradijusi, ka iekrasotas figtras laukums ir vienads ar laukumu rinkim, kura diametrs ir
MN.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 6 11 4 7 7 0 5 2 2 2 3 19
Vidéji iegltais punktu skaits 5,21

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Uzdevuma svarigakais ir izpratne par figliras laukuma aprekinasanu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) rinka laukuma aprékinasanas formula S = mR?,
2) figlras laukuma izteikSana ka vairaku citu figlru laukumu summa vai starpiba.

9.3. Naturala piecciparu skaitli vienadus ciparus aizstaja ar vienadiem burtiem, bet dazadus ciparus —
ar dazadiem burtiem, un ieguva pierakstu GANGA. Zinams, ka GANGA, dalot ar 7, dod atlikumu A4,
GANGA, dalot ar 11, dod atlikumu N, bet GANGA, dalot ar 13, dod atlikumu G, turklat G > A > N.
Kads varéja bit sakotnéjais skaitlis?

Atrisinajums. No t3, ka GANGA, dalot ar 7, dod atlikumu A, GANGA, dalot ar 11, dod atlikumu
N, bet GANGA, dalot ar 13, dod atlikumu G, izriet, ka (GANGA — A) dalasar 7, (GANGA — N) dalas
ar 11 un (GANGA — G) dalas ar 13.

Parveidojam doto skaitli

GANGA = GA-1000 + N - 100 + GA = 1001 - GA + 100N = 13-11-7 - GA + 100N.

Pirmais saskaitamais dalas gan ar 13, ganar 11, gan ar 7.

Lai (GANGA — G) dalitos ar 13, (100N — G) ir jadalas ar 13. levérojot, ka

100N -G =91N+9N -G =13-7N + 9N — G,
ieglstam, ka (9N — () jadalas ar 13.
Lidzigi, ar 7 ir jadalas (100N — A). Parveidojot
100N —A =98N+ 2N —-—A=7-14N + 2N — A,
ieglstam, ka (2N — A) jadalas ar 7.

Visbeidzot ar 11 ir jadalas 100N — N = 99N, kas vienmeér izpildas.

Ta ka A ir atlikums, kas rodas, skaitli dalotar 7,tad A < 6, unta ka A > N, tad lielaka iespejama
N veértiba ir 5. Apskatisim visus gadijumus.

N 9N—G G lai (9N —G):13 3"; Alai(2N—4):7  GANGA
0 -G 0 (neder, jo N = 0)
. o—c lo . 2 | 92192
9 (neder,jo G = 9)
2 18—G |5 4—A 4 54254
3 27 — G | 1(neder,jo G < N)
4 36 —G nav
5 45—-G 6 10 — A 3 (neder,jo A < N)

Tatad sakotnéjais skaitlis varéja bat 54254 vai 92192.
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | O 14 28 10 6 2 1 2 0 0 2 3
Videji iegltais punktu skaits 2,04

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Uzdevums ir rébuss par ciparu aizstasanu ar burtiem.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) skaitla pieraksts GANGA = GA - 1000 + N - 100 + GA,
2) dalamibas Tpasiba — ja summa un viens (no diviem) saskaitamais dalas ar kadu skaitli, tad ar1
otrajam saskaitamajam jadalas ar So pasu skaitli,
3) gadijumu Skirosana.

9.4. Pieradit, ka x* — x%2 — 3x + 4 > 0 visiem realiem x.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
242 2 2 3,93
(x“)*—2x“+1+x*—-2'x5+-+->0;

2 4 4
2

(x2—1)2+(x—§> +E>0
2 4

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un Z ir pozitivs skaitlis, tad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka
tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 4 15 16 2 8 2 1 0 0 0 0 20
Vidéji iegitais punktu skaits 4,02

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — algebra.

uzdevums ir standartuzdevums par nevienadibu pieradisanu, atdalot pilno kvadratu (skat. teoriju
pielikuma).

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a? + 2ab + b? = (a + b)?,

2) saskaitamo un summas novértésana.

9.5. Katra no bumbinam, kas atrodas kasté, nokrasota viena no N krasam, un uz katras uzrakstits
naturals skaitlis, kas neparsniedz N. Zinams, ka katra no N krasam izmantota vismaz vienu reizi,
tapat ari katrs skaitlis, kas neparsniedz N, izmantots vismaz vienu reizi. Kadam N vértibam kaste
noteikti varés atrast N dazadu krasu bumbinas, uz kuram bus rakstiti N dazadi skaitli?

Atrisinajums. Ja N = 1, tad kasteé ir vismaz viena bumbina, kas nokrasota vienigaja iespéjamaja
krasa un uz tas uzrakstits skaitlis 1. Tatad vértiba N = 1 der.

Paradisim, ja N = 2, tad vienmeér var atrast divas bumbinas, kam izpildas prasitas ipasibas.
Izvélamies patvaligu bumbinu. Tas krasu apziméjam ar k4, bet skaitli, kas uz tas uzrakstits —ar s;. Ja
kasté atrodas bumbina, kuras krasa ir k, un uz kuras uzrakstits skaitlis s,, tad esam atradusi
nepiecieSamo bumbinu pari. Apskatisim gadijumu, kad kasté nav bumbina, kuras krasa ir k, un uz
kuras uzrakstits skaitlis s,. Ta ka kasté ir divu dazadu krasu bumbinas, tad kasté ir jabut bumbinai,
kuras krasa ir k, un uz kuras uzrakstits skaitlis s;.Ta ka kasté ir bumbina, uz kuras uzrakstits skaitlis
S,, tad kasté ir jabat bumbinai, kuras krasa ir k; un uz kuras uzrakstits skaitlis s,. Tatad kasté ir divas
bumbinas, kuru krasas ir k, un k; un uz tam uzrakstitie skaitli ir attiecigi s; un s,, kas veido
nepiecieSamo bumbinu pari.
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Pamatosim, ka N nevar but lielaks ka 2. Tabula paradits piemérs, kura visas uzdevuma minétas
Tpasibas izpildas, bet nevar atrast N dazadu krasu bumbinas, uz kuram uzrakstiti visi skait)i no 1 lidz
N.

Skaitlis s; S, S3 .. Sy
Krasa

kq + o+ +

ka

ks

ky +

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 32 7 4 1 3 1 3 1 5 3 3
Videji iegltais punktu skaits 2,49

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) uzdevuma atrisinaSana mazam nezinama vértibam,jaN = 1un N = 2,
2) algoritma izstrade paréjam N vértibam.

10. klase

10.1. Dots, ka b un c ir naturali skaitli un kvadratvienadojuma x? — bx + ¢ = 0 realas saknes ir x; un
x,. Pieradit, ka a) x? + x2 + 2017; b) x3 + x3 ir naturals skaitlis!

Atrisinajums. No Vjeta teorémas izriet, ka x; + x, = b un x;x, = c. Tatad gan saknu summa,
gan saknu reizinajums ir naturals skaitlis un abas saknes ir pozitivas.

a) Parveidojam doto izteiksmi:

x4+ x2 4+ 2017 = x2 + 2x1%, + x5 — 2x,%, + 2017 = (x1 + x3)? — 2x,%, + 2017 =
= b% — 2c + 2017.

Ta ka naturala skait)a kvadrats ir naturals skaitlis un naturalu skaitlu summa vai starpiba ir vesels
skaitlis, tad b2 — 2c¢ + 2017 ir vesels skaitlis, lidz ar to x2 + x5 4+ 2017 ari ir vesels skaitlis. Nemot
véra, ka x? + x2 + 2017 > 0, secinam, ka x? + xZ + 2017 ir naturals skaitlis.

b) Parveidojam doto izteiksmi:

x3 4+ x5 = (g + x3) (62 + x2) — x,x%2 — x2x, = b(b? — 2¢) — xy%, (x5 + x1) =
= b(b? — 2c) — cb = b3 — 3bc.

Ta ka naturala skaitla kubs ir naturals skaitlis un naturalu skaitlu starpiba ir vesels skaitlis, tad
b3 — 3bc ir vesels skaitlis. Ta ka x3 + x5 > 0, tad x5 + x5 ir naturals skaitlis.
Piezime. b) gadijuma var izmantot formulu a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?).

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 29 13 4 1 4 4 4 3 5 11 14
Videji iegltais punktu skaits 4,17

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Sada tipa uzdevums ir standartuzdevums par izteiksmém, kas satur kvadratvienadojuma saknes.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a® + 2ab + b? = (a + b)?,
2) Vjeta teoréma,
3) izteiksmes parveidoSana forma, kur paradas tikai x; + x, vai x;x;.
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10.2. Dots pirmskaitlis, kas satur vismaz 4 dazadus ciparus. Pieradit, ka ta ciparus var parkartot cita
seciba ta, lai jauniegutais skaitlis nebUtu pirmskaitlis!

Atrisinajums. Ja pirmskaitlis satur kadu no cipariem 0; 2; 4; 5; 6 vai 8, tad, izveidojot skaitli, kur
Sis cipars ir pédéjais, bisim ieguvusi skaitli, kas dalas ar 2 vai 5, tatad nav pirmskaitlis. Atliek apltkot
gadijumu, ka pirmskaitlis satur tikai ciparus 1; 3; 7un 9.

Aplikojam septinus skaitlus x - 10* + 1379, x - 10* + 1397, x - 10* + 1739, x - 10* + 1793,
x-10* + 1937, x-10* + 1973, x-10* + 3719, kur x ir skaitlis, kura pieraksts veidots no
atlikusajiem dota pirmskait|a cipariem, kas paliek, ja pa vienai reizei izmanto ciparus 1; 3; 7 un 9
(x = 0, ja dotais bija Cetrciparu skaitlis).

Aplikojam atlikumus, kas rodas, dalot $os skait|us ar 7. Skaitli x - 10* dalot ar 7, atlikuma iegist
y, kury € {0;1; 2;3;4;5; 6}.

Skaitlis Atlikums, dalot ar 7
x+10* + 1379 y

x+10* + 1397 y+4
x+10* + 1739 y+3
x-10%* + 1793 y+1
x+10* + 1937 y+5
x+10* + 1973 y+6
x+10* + 3719 y+2

Ta ka ir ieglti 7 dazadi atlikumi, ko iegust dalot ar 7, tad, neatkarigi no y vértibas, kads no
skaitliem dalisies ar 7, tatad nebus pirmskaitlis.
Lidz ar to esam pieradijusi vajadzigo.
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 3 18 2 1 0 60 5 0 0 2 0 2
Vidéji iegitais punktu skaits 3,39

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) gadijumu sSkiroSana atkariba no skaitli esoSajiem cipariem,
2) algoritma izstradasana.

10.3. Cetrstaris ABCD ir ievilkts rinka Iinija w;, bet ABCD malu viduspunkti atrodas uz rinka linijas w,.
Pieradit, ka <ABD + «<BDC = 90°.
Atrisinajums. Apzimésim malu AB, BC, CD un DA malu viduspunktus attiecigi ar E, F, G un H

(skat. 31. att.). Nogrieznis EF ir trijstira ABC viduslinija, tapéc EF||AC un EF = %AC. Lidzigi, HG ir
AACD viduslinija, tapéc HG||AC un HG = 5 AC.
No AABD un ABCD hdzigiieglst, ka EH = FG = %BD un EH||FG.

Tatad Cetrsturis EFGH ir paralelograms, jo ta pretéjas malas ir vienadas. Ta ka visas Cetrstilira
EFGH virsotnes atrodas uz rinka linijas w,, tad EFGH ir taisnsturis, no kurienes izriet, ka BD1AC.
Tatad ADOC (punkts O ir AC un BD krustpunkts) ir taisnlenka un <ODC + <OCD = 90° jeb
ABDC + <ACD = 90°. Ta ka «ABD = <ACD ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka
AD, tad <BDC + <ABD = 90°.
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 35 32 18 0 2 0 0 0 0 0 5
Vidéji iegltais punktu skaits 1,37

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) trijstdra viduslinijas definicija un Tpasiba,

2) paralelograma pazime — ja cetrstlra pretéjas malas pa pariem ir vienadas, tad tas ir

paralelograms,
3) ievilkta Cetrstlra Tpasiba —ievilkta Cetrstira pretéjo lenku summa ir 180°,
4) ievilkto lenku Tpasiba — ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, ir vienadi.

10.4. Dotas 40 kartites, uz divam no tam uzrakstits skaitlis 1, uz divam — skaitlis 2, ..., uz divam — skaitlis
20. Kads ir lielakais iesp&jamais komplektu skaits, ko vienlaicigi var izveidot no Sim 40 kartitém ta,
lai katra komplekta batu tris kartites, uz kuram uzrakstito skaitlu summa ir 217

Atrisinajums. Lielakais komplektu skaits ir astoni, piemeram, (6, 7, 8); (5, 7, 9); (4, 5, 12); (3, 4,
14); (3, 6, 12); (2, 8, 11); (2,9, 10); (1, 1, 19).

Pieradisim, ka vairak ka astonus komplektus izveidot nevar. Ja varétu izveidot devinus
komplektus, tad butu izmantotas 27 kartites un uz tam uzrakstito skaitlu summa bitu 9 - 21 = 189,
bet pati mazaka skaitlu summa, ko var ieglt no 27 kartitem, ir

(1+13) 13
2:142:2+2:3+42:13+14=2-(1+2++13) + 14=2-"————+14=19%,

kas jau ir lielaka neka 189. Tatad devinus komplektus izveidot nevar.
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 26 7 17 0 23 13 0 0 2 0 3
Videji iegitais punktu skaits 2,68

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSa pieméra atrasana,
2) pamatojums, ka atrastais komplektu skaits ir lielakais iespéjamais.

10.5. Sesi taristi bija devusies vairakos celojumos uz seSam valstim, katra celojuma viens tdrists
apceloja tiesi vienu valsti. Ja izvélamies jebkuras tris valstis un jebkurus tris tiristus, tad vismaz viens
no viniem ir bijis ceJojuma uz kadu no Sim valstim. Kads ir mazakais iesp&jamais kopéjais ceJojumu
skaits?
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Atrisinajums. Mazakais iespéjamais kopé€jais celojumu skaits ir 10. Rakstisim celojumus 6 X 6
tabula, rindinas atbildis turistiem, kolonnas — valstim, ja tarists ir bijis celojuma uz kadu valsti, tad
Saja ratina liksim krustinu. Pamatosim, ka der tabula paraditais piemeérs. Viegli redzeét, ka jebkuri 3
taristi ir kopuma apmekléjusi vismaz 4 valstis, tatad, izvéloties jebkuras 3 valstis, vismaz vienu no

tam kads no Siem taristiem bUs apmeklgjis.

Valsts
Tdrists

AR

6.

X

X

Pieradisim, ka ar deviniem celojumiem nepietiek. Aplikosim 3 tdristus, kuri ir devusies vismazak
celojumos. Vispirms pamatosim, ka tie kopa ir devusies ne vairak ka 3 celojumos. Ja tie batu devusies
Cetros celojumos, tad vismaz kads no tiem bitu devies divos celojumos, tatad ar atlikusie 3 tdristi katrs
bltu devusies vismaz divos celojumos (jo més aplakojam tiristus, kas ir celojusi vismazak). Tatad
kopéjais celojumu skaits ir vismaz 4 + 2 - 3 = 10 un ieguta pretruna. Lidz ar to ir 3 taristi, kas kopa ir
devusies ne vairak ka 3 celojumos, tatad tie kopa apmekl€jusi ne vairak ka 3 valstis. Tapéc ir vismaz 3
valstis, ko neviens no Siem trim tdristiem nav apmeklgjis, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.

Punkti n 0 1 2 3 4 5 10
Skolénu skaits | 5 62 6 2 0 0 0 9
Vidéji iegitais punktu skaits 1,91

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSa pieméra atrasana,

2) pamatojums, ka atrastais ceJojumu skaits ir mazakais iesp&jamais.

11. klase

11.1. Cik ir tadu piecciparu skaitlu, kam katrs nakamais cipars ir lielaks par ieprieksejo?

Atrisinajums. Katru $adu piecciparu skaitli var ieglt izsvitrojot 4 ciparus no skaitla 123456789. Ta ka

&etrus ciparus var izvéléties Cq =

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

9-8:7-6
4-3-2-1

= 126 veidos, tad ir tiesi 126 Sadi piecciparu skaitli.

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.

Punkti n 0 1 2 3 4 5 10
Skolénu skaits | 2 5 16 5 2 0 1 26
Videji iegitais punktu skaits 5,76

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) izpratne par skaitJu veidoSanas principu un sasaistiS8ana ar kombinacijam,

2) kombinaciju skaita aprékinasana.
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V5 V7
11.2. Kurs no skaitliem (\/7) un (\/E) ir lielaks?
V5
Atrisinajums. Lielaks ir skaitlis (\/7) . Kapinasim abus skaitlus pakapée 2v/5 un pieradisim, ka

V7:2V5 V5-2/5 V5:2v5
(v/5) < (V7) . Tas savukart izriet no ta, ka (V7) =75 =16087, bet
V7-24/5
(V5) = 535 < 56 = 15625.
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 4 37 11 3 2 0 0 0 0 2 1 5
Vidéji iegltais punktu skaits 1,61

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) skaitlu kapinasana,
2) skaitJu novértésana.

11.3. Tris rinka linijas wq, w, un w3 krustojas punkta 0. Rinka linijas pa pariem krustojas art punktos P
(w1 un w3), R (w, un w3) un S (w1 un ws3). Uz w4 loka PS, kas nesatur O, izvéléts punkts A4, taisne
AP vélreiz krusto w, punkta B, un taisne AS vélreiz krusto w3 punkta C. Pieradit, ka punkti B, R un
C atrodas uz vienas taisnes!

Atrisinajums. Savienojam punktu R ar B un C (skat. 32. att.), pietiek pieradit, ka <BRC = 180°.
Ta ka ievilkta cetrstlra pretéjo lenku summa ir 180° un blakuslenku summa ir 180°, tad
LBRO = 180° — ¥BPO = <APO. VLidzigi iegust <<CRO = 180°—«(CSO = <ASO. Tatad
ABRC = ¥BRO + <CRO = <APO + <ASO = 180° ka ievilkta Cetrstiira pretéjo lenku summa.

32. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 6 20 17 1 1 0 0 0 0 2 1 17
Videji iegltais punktu skaits 3,68

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) lai punkti R, B un C atrastos uz vienas taisnes, pietiek pieradit, ka <BRC = 180°,
2) blakuslenku pasiba,
3) ievilkta Cetrstra TpasSiba —ievilkta Cetrstira pretéjo lenku summa ir 180°.

11.4. Pieradit, ka no jebkuriem 17 naturaliem skaitliem var izveléties 9 skait|us t3, lai to summa dalitos
ar9.
Atrisinajums. Pieradisim, ka no jebkuriem pieciem naturaliem skaitliem var izvéléties tris skaitJus
ta, ka to summa dalas ar 3. Skaitli, dalot ar 3, var ieglt atlikumu 0; 1 vai 2.
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e Ja starp pieciem dotajiem skaitliem ir tris skaitli, kas dod vienadu atlikumu, dalot ar 3, tad to
summa dalas ar 3, jo 0+0+0=0(mod3);1+1+1=0 (mod 3);
24+ 2+ 2=0(mod 3).
e Ja nav tris skait]u, kas dod vienadu atlikumu, dalot ar 3, tad ir vismaz viens skaitlis no katra
atlikuma veida. So tris skaitlu summa dalasar 3,jo 0 + 1 + 2 = 0 (mod 3).
Izmantojot ieprieks pieradito, no sakotnéjiem 17 skaitliem varam izveidot piecas grupas pa tris
skaitliem t3, lai tajas esoSo skaitlu summa dalas ar 3. ApzZiméjam
{ay, az, a3} {b1, by, b3} {cy, ¢z, 3} {dy, d3, d3}i {eq, €2, €3}
Skaitlus, kurus iegust katras grupas skaitlu summu dalot ar 3, apziméjam attiecigiar A, B, C, D un
E. No ieprieks pieradita izriet, ka no Siem pieciem iegutajiem skaitliem var izvéléties tris ta, ka to
summa dalas ar 3. Nezaudgjot visparigumu, pienemsim, ka A + B + C dalas ar 3 jeb
A+ B+ C =3n,

aitaz+tas _ b1+b2+b3 _ c1t+cy+c3
) B - Y C -

kur n — naturals skaitlis. Taka A = . .
a;+a;+az by+by+by ¢+t
3 * 3 * 3 B
Reizinot abas vienadibas puses ar 3, ieglistam
a,+a,+az+b;+by,+bs+cy+c,+c3=9n.
Tatad esam ieguvusi, ka a; +a, +az + by + b, + b3 + ¢, + ¢, + ¢3 dalas ar 9 un prasitais ir
pieradits.

, tad ieglistam

3n.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 14 33 15 2 1 0 0 0 0 0 0 0
Vidéji iegltais punktu skaits 0,43

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skaitlu teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) dah$ana ar atlikumu,
2) darbibas ar atlikumiem (kongruences),
3) vispariga algoritma izveidoSana.

11.5. Uz rinka linijas atziméti N punkti ta, ka Sie punkti ir regulara N-stlra virsotnes. Spéelétaji A un B
spélé sadu spéli: Vini parmainus novelk pa vienai hordai, kas savieno divus atzimétos punktus uz
rinka linijas t3, lai novilkta horda nekrustotos ar agrak novilktajam hordam. Uzvar tas spélétajs, péc
kura gajiena no novilktajam hordam izveidojas trijstlris. Kur$ spélétajs noteikti var uzvarét, ja A
izdara pirmo gajienuuna) N = 14; b) N = 15?

Atrisinajums. a) Ja N = 14, tad noteikti var uzvarét spélétajs A. Pirmaja gajiena spélétajam A
janovelk diametrs. Péc katra spélétaja B gajiena spélétajs A parbauda, vai ir iespéjams novilkt hordu
ta, lai veidotos trijstaris. Ja tadu hordu var novilkt, tad spéelétajs A to novelk un lidz ar to uzvar. Ja
tadu hordu nav iesp€jams novilkt, tad spélétajs A velk hordu, kas ir simetriska spélétaja B tikko
novilktajai hordai attieciba pret pirmaja gajiena novilkto diametru (pieméram, skat. 33. att.). Kamér
spéléetajs B var novilkt hordu, ari spélétajs A simetriski attieciba pret novilkto diametru var novilkt
hordu. Ta ka iespéjas novilkt hordu ar katru gajienu samazinas, tad pienaks bridis, kad B novilks
hordu ta, ka spéeletajs A sava nakamaja gajiena vares izveidot trijstari un bls uzvaréjis.

33. att.
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b)Ja N = 15, tad noteikti var uzvarét spélétajs B. Ta ka pédéja gajiena tiek novilkta trijstlra tresa
mala (to izdara uzvarétajs) un pirmspédéja gajiena tiek novilkta trijstira otra mala (to izdara
zaudetajs), tad, lai uzvarétu, spelétaji visa spéles gaita izvairas vilkt tas hordas, kuram kada virsotne
sakrit ar jau novilktu hordu. Tapéc varam analizét $adu spéli: spélétaji velk hordas ta, lai tas
nekrustotos un lai neizmantotu ar novilktajam hordam kopigus galapunktus, tada gadijuma
uzvarétajs ir tas, kurs novelk pédéjo sadu hordu.

Neizmantotos punktus jau novilktas hordas sadala vairakas grupas — viena grupa nonak tie punkti,
kurus joprojam var savienot ar hordu. Katra gajiena spélétajs var izvéléties vienu no esoSajam
grupam un tajas eso$os punktus ar hordu sadalit divas grupas. Tas grupas, kuras ir 0 vai 1 punkts,
atmetam, jo tas neiespaido turpmako spéles gaitu.

Pieméram, pirms tiek novilkta horda CE (skat. 34. att.), brivie punkti sadalas grupas:
{A,B,H,I1};{C,E,F,G} (ta ka punkts D ir viens pats, tad to vienojamies atmest). So poziciju, kad ir
divas grupas katra pa 4 neizmantotiem punktiem, apzimésim (4, 4). Tad, kad tiek novilkta horda CE,
ieglstam grupas: {4, B,H,I} un {F,G}. Tatad tiek izdarits gajiens no pozicijas (4,4) uz poziciju
(4,2), apzimésim (4,4) = (4,2).

34. att.

Lai pieraditu, ka spélétajs B noteikti var uzvarét, aplukosim visus iespéjamos spélétaja A gajienus
no sakuma pozicijas (15) un katram no Siem gajieniem atradisim atbilstoSu spélétaja B gajienu, kas
vinam nodrosinas uzvaru. Starp 15 punktiem spélétajs A var novilkt hordu septinos dazados veidos,
katra no Siem gadijumiem spélétajs B var turpinat sadi:

( (13) — (8,3)
(12) - (5,5)
(11,2) - (8,2)
15 - <(10,3) - (8,3)
(9,4) - (9)
(8,5) - (5,5)
\ (7,6) = (7,3)

Pamatosim, ka treknraksta izceltas pozicijas ir “uzvarosas”, tas ir, ja $ada pozicija spélétajs nonak,
tad vins sev var nodrosinat uzvaru.

levérosim, ja péc spélétaja B gajiena ir pozicija (m, m), tad spélétajs B var uzvarét, turpmak
izdarot pretinieka gajieniem simetriskus gajienus otra punktu grupa.

Spélétajs A no pozicijas (8,3) un no pozicijas (8,2) hordu var novilkt piecos dazados veidos,
katra no Siem gadijumiem spélétajs B var turpinat sadi:

( (8) - (3,3)
(6,3) > (3,3)
(8,3) »1¢ (53)-(3,3)
(4,2,3) - (2,3)
\(3,3,3) - (3,3)
( (8) - (3,3)
(6,2) - (2,3)
(8,2) » < (5,2)-(2,3)
(4,2,2) - (2,2)
\(3,3,2) - (3,3)
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Pozicija (2, 3) ir uzvarosa spélétajam B, jo no tas var izdarit tiesi divus gajienus.

Spélétajs A no pozicijas (9) un no pozicijas (7, 3) hordu var novilkt ¢etros dazados veidos, katra
no Siem gadijumiem spélétajs B var turpinat $adi:

((7)-(23)
© -1 @2
(5,2) - (2,2)
(4,3) - (2,3)
(7) - (2,3)
(6) - (2,2)
(5,2) - (2,2)
4,3) - (2,3)

Lidz ar to esam ieguvusi uzvarosu stratégiju spelétajam B: katra sava gajiena vins novelk hordu t3,
lai nonaktu “uzvaros$aja” pozicija, kas izcelta treknraksta. Visos gadijumos spélétajs B nonaks pozicija
(2,3) vai (m,m) un vél péc para skaita gajieniem bus tas, kur§ novelk pédéjo hordu, kurai ar jau
novilktajam hordam nav kopigu galapunktu.

(7,3) =

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 31 4 1 0 0 23 3 0 0 0 0
Videji iegltais punktu skaits 2,24

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir matematiska spéle, kuras risinasana galvena ideja ir simetrijas izmantoSana.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) gadijumu SkiroSana,
2) simetrija pret taisni,
3) uzvaros$as stratégijas izstradasana.

12. klase

. s b - . . L
12.1. Doti tadi skaitlia, bunc, kaa+c = > turklat neviens no skaitliem a, b, ¢ nav 0. Pieradit, ka

funkcijas f (x) = ax? + bx + c grafiks noteikti krusto x asi kdda intervala [—1; 1] punkta!
Atrisinajums. levérojam, ka funkcijas vértibam f(—1) un f(1) ir dazadas zimes:
f(-D=a-b+c=7-b=-=}
4b

f=a+b+c=7+b="=

Tada gadijuma skaidrs, ka 3$aja intervala [—1; 1] funkcijas grafikam ir jakrusto x ass.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 27 4 1 2 0 0 2 3 0 0 12
Videji iegltais punktu skaits 3,24

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par funkciju.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) funkcijas nepartrauktibas izmantosana —ja f(a) - f(b) < 0 un funkcija f(x) ir definéta visiem
x € (a; b), tad eksisté vismaz viena tada vértiba c € (a; b), ka f(c) = 0 (tas ir, funkcijas grafiks
starp Sim argumenta vértibam krusto x asi),
2) funkcijas vertibu aprékinasana un novértésana.
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12.2. Pieradit, ka \/x2 + y? + (2 — \/E)\/x_y > x + 7y, jax unyirreali pozitivi skait]il
Atrisinajums. Ta ka abas nevienadibas puses ir pozitivas, tad, kapinot kvadrata, ieglstam
X2+ y2+2x2 +y2- (2 =V2)Jxy + (4 — 4V2 + 2)xy = x% + 2xy + y;
2-x2+y2-(2-+2)/xy = 4(V2 — 1)xy.
Izdalot abas nevienadibas puses ar 2\/x_y > 0 un péc tam kapinot abas nevienadibas puses
kvadrata (abas puses ir pozitivas), pakapeniski iegiistam
Vxz+y2-(2-+2) = 2(V2 - 1) /xy;
(x2 +y?) - (6 —4V2) = 4(3 — 2V2)xy
Izdalot abas nevienadibas puses ar (6 — 4v/2) > 0, ieglistam x2? + y2? > 2xy jeb (x — y)? > 0.
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pedeja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti
parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 8 15 6 5 0 1 1 0 0 0 18
Vidéji iegltais punktu skaits 4,31

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums par nevienadibu pieradiSanu, atdalot pilno kvadratu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) nevienadibas abu pusu kapinasana kvadrata, nemot vera, ka abas puses ir pozitivas,
2) pilna kvadrata atdaliana, lietojot saisinatas reizina$anas formulu a? + 2ab + b? = (a + b)?,
3) saskaitamo novértésana.

12.3. Dots taisnsturis ABCD. Uz taisnes BD atlikts punkts E, ta ka D atrodas starp B un E. Uz taisnes
EC atlikts punkts F ta, ka BF ir paraléls AC. Pieradit, ka trijstira BEF laukums ir lielaks neka
taisnsttira ABCD laukums!

1. atrisinajums. No punkta F velkam perpendikulu pret taisni BC, st perpendikula krustpunktu ar
BD apzimé&jam ar F’ (skat. 35. att.). levérojam, ka <CAD = <FBC ka lenki, kuru malas atrodas uz
paralélam taisném, un <CAD = XCBF' (taisnstlra ipasiba), tatad <FBC = CBF' un trijstaris FBF'
ir vienadsanu, no ka izriet, ka punkti F un F' ir simetriski attieciba pret taisni BC.

Simetrijas dé|l S(BFC) = S(BF'C) un S(ABCD) = 2-S(BFC) + 2-S(CDF"), lidz ar to pietiek
pieradit, ka S(CDE) > S(CDF").

Apziméjam  XF'CD =a, tad simetrijas dél <IFCB =<BCF'=90°—a un
XECD = 180° — XFCB — <BCF' — «XF'CD =180°—2-(90°—a) —a = a. Ldz ar to
S(CDE) = %CE +CD -sinaunS(CDF") = %CF’ - CD - sin «, tatad atliek pamatot, ka CE > CF' jeb
CE > CF. Ta ka BE > BF' = BF un nogrieznis BC ir trijstara EBF bisektrise, tad no bisektrises
1pasibas izriet, ka CE > CF.

E
A D
FI
B e
5 .
35. att.

2. atrisinajums. Apziméjam AB = CD = a, DE = p, 0A = OB = OC = 0D = y (kur punkts O ir
diagonalu krustpunkts), BF = x un ¥DBC = ¥DAC = <CBF = a (skat. 36. att.). Trijstira BEC
augstums pret BC ir hy, bet trijstira BFC augstums pret BC ir h,.
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hyi+h,

Tad S(ABCD) = BC - a un S(BEF) = S(BEC) + S(BCF) = %BC hy + %BC -h, = BC -

2
Tatad nepiecieSams pieradit, ka hy + h, > 2a.
Ta ka AOEC~ABEF, jo lenki BEF krusto divas paralélas taisnes OC un BF, tad % = g jeb
P _ Y |zsakam x = y: A2y
p+2y  x p+y
No ABCD ieglistam, ka sina = L2
BD 2y
Apskatam summu h; + h;:
. . . p+2y\ a p2+4py+4y2
hi+h, =2y +p)sina+ xsina = 2y +p + x)sina = (2y+p + ym)5= iz
2 2 2 2
Takap > 0,tad p?> > 0 un al +4py+42y > ap2+4py+4y = 2a, kas ari bija japierada.
2py+2y pT+2py+2y2
E
p
A D~/
y !
O a :hl
i ) :
o u
BSge q—/c
; hy!
€T |
|
F
36. att.
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits 6 5 6 8 0 1 2 1 2 8 4 13
Videji iegltais punktu skaits ‘ 5,72 ‘

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktuira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) simetrijas izmantoSana,

2) figaru laukumu noveéertésana un salidzinasana.

12.4. Naturalu skaitli sauksim par skaistu, ja ta visu naturalo dalitaju summa (ieskaitot 1 un pasu skaitli)

ir nepara skaitlis. Atrast mazako naturalo skaiti k ar ipasibu: starp jebkuriem patvaligi izvélétiem k
skaistiem skaitliem var izvéléties divus dazadus skaitlus ta, lai to reizinajums butu naturala skaitla
kvadrats!
Atrisinajums. Mazaka k vértiba ir 3.
levérojam, ka k = 2 neder, jo, pieméram, izvéloties skaistus skaitlus 2 un 9 (dalitaju summa ir
attiecigil+ 2 =3 un1l+ 34+ 9 = 13), to reizinajums 2 - 9 = 18 nav naturala skaitla kvadrats.
Pieradisim, ka ar k = 3 pietiek. Jebkuru naturalu skaitli n var izteikt forma n = 2% - v, kur v ir
nepara skaitlis. Skaidrs, ja n ir skaists, tad ari v ir skaists, jo visi n nepara dalitaji ir visi v dalitaji, bet
para dalitaji nemaina dalitaju summas paritati. Visi v dalitaji ir nepara skaitli, sadalam tos paros 13,
ka viena pari ietilpst v dalitaji, kuru reizinajums ir v. lespéjami divi gadijumi.
e Ja v nav naturala skaitla kvadrats, tad visus dalitajus Sadi var sadalit paros, tatad to summa ir para
skaitlis, tatad v $ada gadijuma nav skaists.
e Ja v ir naturala skaitla kvadrats, tas ir, v = k?, tad visi dalitaji, iznemot k, sadalas paros. Tatad
sada gadijuma dalitaju skaits ir nepara skaitlis un to summa art ir nepara, tatad v ir skaists.
No ta secinam, ka n ir skaists, ja v ir kvadrats.
Ja doti tris skaisti skaitli n, = 2%1 - vy, n, = 2%2 - v, un ngy = 2"3 - v5, tad divi no skaitliem u,, u,,

usz bus ar vienadu paritati, ja reizina attiecigos skaistos skaitJus (pienemsim, ka tie ir n; un n,), tad
redzams, ka reizinajums n, - n, = 2¥17%2yp, v, ir naturala skait|a kvadrats.
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits 16 |14 |6 3 4 1 3 0 0 3 1 5
Videji iegltais punktu skaits 3,15

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pretpieméra atrasana vértibai k = 2,
2) gadijumu Skirosana,
3) pamatojums, ka, sakot ar k = 3, uzdevuma prasitais izpildas.

12.5. Kada valsti no parlamenta deputatiem ir izveidotas 100 komisijas. Katram deputatam ir
pienakums stradat vismaz viena komisija, tacu deputati drikst stradat ari vairakas komisijas.
Deputati par darbu komisijas katru ménesi sanem atalgojumu péc $ada principa:

e par darbu pirmaja komisija netiek maksats atalgojums;

e par darbu katra nakamaja komisija tiek maksats par 10 eiro vairak neka par darbu iepriek$éja
komisija (tas ir, par darbu otraja komisija tiek maksati 10 eiro, par darbu tresaja komisija tiek
maksati 20 eiro utt.).

Zinams, ka jebkuram divam dazadam komisijam ir tiesi viens kopigs deputats, kas darbojas tajas
abas. Cik liels ir visu deputatu kopéjais ménesa atalgojums par darbu komisijas?

Atrisinajums. Sanumuréjam deputatus ar numuriem 1, 2, 3, .., n. Ar k(d) apzimé&jam visu
komisiju skaitu, kuras strada deputats d. No dota izriet, ka deputats d par darbu komisijas ménesi
sanem 10-(0+ 1+ 2+ -+ k(d) — 1) = 10 - LQEDD
deputati kopa par darbu komisijas ménesi sanem 10- (C,i(l) + C,f(z) + -+ C,g(n)) eiro.

Saskaitisim, cik ir tadu komisiju paru {4; B}, ka A un B ir dazadas komisijas:

e T3 ka pavisam ir 100 komisijas, tad dazado komisiju paru skaits ir C%,, = 102'99 = 4950.

=10-C,f(d) eiro. Lidz ar to visi

e Katram sadam parim atbilst tiesi viens deputats d, kas strada gan A, gan B, tatad visus komisiju
parus var sadalit n grupas ta, ka katram komisiju parim {A4;B} no d-tas grupas,
d =1,2,...,n, ir kopigs deputats. Tada gadijuma d-taja grupa ir tiesi C,f(d) komisiju pari (jo no
deputata d apmeklétajam komisijam var izveidot C,f(d) komisiju parus). Ta ka katrs komisiju paris
{A; B} pieder tiesi vienai no §im n grupam, tad no summas likuma izriet, ka paru {A; B} skaits ir
Cocry + Ciy + -+ Ciny-
Vienu un to pasu lielumu esam saskaitijusi divos dazados veidos, tatad abos gadijumos iegltie

skaitli ir vienadi: Cfyy + Cip) + -+ + Ciy = 4950.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka visi parlamenta deputati kopa par darbu komisijas ménesi sanem

10 (Ciryy + Cizy + =+ + Ciny) = 49500 eiro.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits 8 25 0 5 1 3 2 3 2 1 1 5
Videji iegltais punktu skaits 2,79

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) objektu skaita iegliSana divos dazados veidos,
2) kombinaciju skaita aprékinasanas formula.
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2017./2018. macibu gads - Latvijas 68. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2018

9. klase

9.1. Jauniesi devas Cetru dienu pargajiena gar juru. Pirmaja diena tie nogaja 30 km. Otraja diena tie ar
jahtu nobrauca 20% no atlikusa cela. Tresaja diena jaunieSi atkal gaja kajam, noejot 1,5 reizes lielaku
attalumu neka vini brauca ar jahtu. Ceturtaja diena atlikuso ceJu 1,5 stundas jauniesi veica ar
kvadricikliem, kuru atrums ir 40 km/h. Cik kilometru gars bija marsruts?

Atrisinajums. Atlikuso marsruta garumu, kas palicis, kad noieti pirmie 30 km, apziméjam ar x
(skat. 37. att.). Tad ar jahtu pa jdru jauniesi brauca 0,2x km, bet péc tam ar kajam gaja vél
1,5-0,2x = 0,3x km. Ar kvadricikliem tie veica 1,5-40 = 60 km. legistam vienadojumu
0,2x + 0,3x + 60 = x jeb x = 120. Tatad kopé€jais marsruta garums bija x + 30 = 120 + 30 =

= 150 kilometri.
30 km 0,2z _ 0,3z _ 60 km
® - - . ©
&
37. att

Vértésanas kriteriji

Nezinama lielumu izvéle un apzimésana
Ar jahtu veikta cela izteikSana

TreSaja diena veikta cela izteikSana

Ar kvadricikliem veikta cela aprékinasana
Uzrakstits un atrisinats vienadojums
Uzrakstita atbilde

Uzrakstita tikai atbilde un veikta parbaude

NP NDNNNPRE

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 10 6 55 61 28 11 14 25 34 33 405
Videji iegltais punktu skaits 7,84

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — algebra.
Uzdevums ir klasisks teksta uzdevums, ko risina skolas kursa.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) mainigo ievieSana un vienadojuma sastadisana,
2) lineara vienadojuma atrisinasana.

9.2. Skolas ednicas pusdienu piedavajuma ir divas dazadas zupas, divi dazadi pamatédieni un divi dazadi
deserti. Pusdienas aizgaja 30 vienas klases skoléni, no katra édienu veida (zupa, pamatédiens,
deserts) katrs skoléns izvel€jas ne vairak ka vienu edienu, pie tam nebija tada skoléna, kur$ neéda
vispar neko. Vai noteikti ir divi skoléni, kas pasitija vienu un to pasu?

Atrisinajums. Pamatosim, ka noteikti ir divi tadi skoléni, kas pasatija vienu un to pasu. levérojam,
ka katra veida edienu var vai nu neieklaut komplekta, vai izvéléties vienu no diviem ta veidiem, tatad
katram ediena veidam ir 3 daZadas iespéjas. Ta ka katrs skoléns izvéléjas vismaz vienu no
piedavatajiem eédieniem (neder variants, ka no katra édiena veida neizvélas neko), tad ir iespéjams
izveidot 3-3-3 — 1 = 26 dazadus pusdienu komplektus. Ja katru no Siem komplektiem butu
izvéléjies ne vairak ka viens skoléns, tad pusdienas butu aizgajusi ne vairak ka 26 skoleni, kas ir
pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad noteikti ir divi skoléni, kas pasttija vienu un to pasu.
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Piezime. Treknraksta izcelta teksta vieta var bit, pieméram, ari $ads spriedums: ta ka pusdienas
aizgaja 30 skoléni un 30 > 26, tad péec Dirihlé principa noteikti ir divi skoléni, kas pasitija vienu un
to pasu.

Vértésanas kritéeriji

Uzrakstita atbilde, ka noteikti ir divi skoléni, kas pasutija vienu un to 1
pasu

legits, ka ir iespéjams izveidot 26 dazadus pusdienu komplektus
Saprot, ka 30 skol€eni jasadala pa 26 grupam

Pamato, ka kada grupa vienmeér bus vismaz 2 skoléni

Uzrakstiti tikai dazi pieméri, kur kada grupa ir 2 skoléni

[ I NN

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 44 91 60 32 60 64 20 9 37 31 232
Videji iegltais punktu skaits 5,80

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir standartuzdevums par Dirihlé principu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) objektu skaitisana,
2) Dirihlé princips,
3) pieradijums no pretéja.

9.3. Cetrstiira ABCD malu AB un CD garumu summa ir vienada ar malas AD garumu. Lenku DAB un
CDA bisektriSu krustpunkts F atrodas uz malas BC. Pieradit, ka punkts F ir BC viduspunkts!
Atrisinajums. Ta ka AD = AB + CD, tad uz malas AD ir tads punkts E, ka AB = AE un ED = DC
(skat. 38. att.). levérojam, ka ABAF = AEAF péc pazimes mfm, jo AB = AE, ¥BAF = XEAF
(bisektrises definicija) un AF — kopiga mala, un AFED = AFCD péc pazimes mfm, jo
AEDF = «CDF; ED = DC un DF —kopiga.
Vienados trijstlros atbilstosas malas ir vienadas, tapéc BF = EF = CF. Tatad punkts F atrodas
vienada attaluma no B un C, lidz ar to punkts F ir BC viduspunkts.

A B
B F
C
D
38. att.

Veérteésanas kriteériji

Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais

Zimeéjuma atlikts tads punkts E, ka AB = AE un ED = DC
Pamatots, ka ABAF = AEAF

Pamatots, ka AFED = AFCD

Pamatots, ka BF = CF, un secinats, ka F ir BC viduspunkts

w w weEr o

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 12 364 | 138 |50 26 17 4 3 1 5 10 53
Vidéji iegltais punktu skaits 1,62
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktidra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdru vienadibas pazimes,
2) nogrieZzna viduspunkta pazime.
9.4. Vai var atrast tadus veselus skaitlus x un y, ka 20x3 — 17y% + 1 = 2018?
1. atrisinajums. Pieradisim, ka tadus skaitlus nevar atrast. Parveidojam doto vienadojumu:
20x3 — 2000 = 17 + 17y?;
20(x3 —100) = 17(1 + y?).
levérojam, ka vienadojuma kreisa puse ir para skaitlis. Lai vienadiba bitu patiesa, arl
vienadojuma labai pusei jabut para skaitlim, lidz ar to y jabut nepara skaitlim. Nemot y = 2k + 1,
kur k € Z, ieglistam
20(x3 —100) = 17(2 + 4k? + 4k).
Ta ka vienadibas kreisa puse dalas ar cetri, bet laba puse nedalas, tad vienadojumam nav
atrisinajuma veselos skait|os.
2. atrisinajums. Pieradisim, ka tadus skaitlus nevar atrast. Parveidojam doto vienadojumu:
20x3 — 2000 = 17 + 17y?;
20(x3 —100) = 17(1 + y?).
levérojam, ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 4.
Pamatosim, ka vienadojuma laba puse nedalas ar 4, tas ir, pamatosim, ka 1 + y? nedalas ar 4.
Apskatam, kadu atlikumu var dot skaitlis 1 + y?, dalot ar 4:
e jaydalasar4, tasir,y = 4k, kurk € Z, tad 1 + y? = 1 + 16k?, kas nedalas ar 4;
eja y, dalot ar 4, dod atlkuma 1, tas ir, y=4k+1, kur ke€Z tad
1+y2=1+16k?+ 8k + 1 = 4(4k? + 2k) + 2, kas nedalas ar 4;
eja y, dalot ar 4, dod atlikuma 2, tas ir, y=4k+2, kur k€Z tad
1+y? =1+ 16k? + 16k + 4 = 4(4k? + 4k) + 5, kas nedalas ar 4;
eja 1y, dalot ar 4, dod atlikuma 3, tas ir, y=4k+3, kur k€Z tad
1+ y? =1+ 16k? + 24k + 9 == 4(4k? + 6k) + 10, kas nedalas ar 4.
Ta ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 4, bet laba nedalas, tad esam pieradijusi, ka nevar atrast
tadus veselus skaitJus x un y, lai pastavétu vienadiba.

Vértésanas kritériji

Uzrakstita atbilde, ka nevar atrast tadus skaitlus 1
Ideja, ka abam vienadibas pusém jadalas ar vienu un to pasu skaitli 1
Pamatots, ka abas vienadojuma puses, dalot ar 4, nedod vienu un to 8
pasu atlikumu

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 18 222 | 256 [129 |29 10 4 1 2 5 1 6
Videji iegitais punktu skaits 1,19

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skaitlu teorija.
Uzdevums par vienadojumiem veselos skait|os.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) sadalisana reizinatajos,
2) darbibas ar atlikumiem,
3) pretrunas modulis — abas vienadojuma puses, dalot ar 4, nedod vienu un to pasu atlikumu.

9.5. Dota figlira, kuras laukums ir 24 ritinas (skat. 39. att.). GrieZot pa ratinu linijam, ta sagriezta sesas
vienlielas dalas (katras dalas laukums ir 4 ratinas). Noteikt, kads ir mazakais iesp&jamais griezuma
[Tniju kopgarums, pienemot, ka ratinas malas garums ir viena vienibal!
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39. att.

Atrisinajums. Dotas figlras perimetrs ir 26 vienibas. legito seSu dalu perimetrus apziméjam ar
D1, P2, D3, Pa» Ps, Pe Un aplikojam summu p; + p, + p3 + ps + ps + pe. Saja summa katrs griezuma
posms ir ieskaitits divas reizes, bet katras dalas armalas posms — vienu reizi. Tad griezuma liniju
kopgarumu var izteikt ka %(pl + p, +p3 + py + ps + pe — 26). Tatad nepiecieSams minimizét
ieglto sesSu dalu perimetru summu. Pavisam ir piecas dazadas figlras, kas sastav no ¢etram ratinam
(skat. 40. att.). Visam figiram, iznemot 2 X 2 kvadratu, perimetrs ir 10 vienibas, bet kvadrata
perimetrs ir 8 vientbas. Pamatosim, ka no dotas figlras var izgriezt ne vairak ka divus 2 X 2
kvadratus. Kvadrats 2 X 2 var atrasties tikai tajas vietas, kur kada no kvadrata ratinam atrodas “X”
(skat. 41. att.). Ja kvadratu novieto citas vietas, tad tas atSke| vienu atsevisku ratinu. Tatad no dotas
figlras var izgriezt ne vairak ka divus 2 X 2 kvadratus. Lidz ar to mazakais iesp&jamais griezuma liniju
kopgarumsir (2-8 + 4 - 10 — 26): 2 = 15, to var ieglt, pieméram, ka paradits 42. att.

\ | [ ] X
| , |

| X
|
40. att. 41. att. 42. att.
Vértésanas kritériji
Paradits piemeérs, kur griezuma liniju kopgarums ir 15 vienibas 4
Pamatots, ka griezuma liniju kopgarums bis minimalais, ja dalu perimetru 2

summa bus vismazaka

Uzrakstits (var bt bez pamatojuma), ka vienas dalas mazakais iespéjamais 1
perimetrs ir 8 vienibas

Uzrakstits (var bat bez pamatojuma), ka visam dalam, kas nav kvadrats,

perimetrs ir 10 vienibas 1
Pamatots, ka var izgriezt ne vairak ka divus kvadratus 2 X 2 2
Paradits piemers, kur griezuma liniju kopgarums ir vairak neka 15 vienibas 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 80 22 139 |9 290 |37 55 14 18 6 8
Vidéji iegitais punktu skaits 3,51

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — kombinatoriska geometrija.

Sis ir uzdevums par figiiram ratinu plakné, kura risinasana noder zina$anas par tetramino (polimino,
kas sastav no 4 rtinam), bet svarigakais uzdevuma ir izpratne par lauztas linijas garuma aprékinasanu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) atbilstosa pieméra atrasana,
2) lauztas linijas garuma aprékinasana,
3) visu figlru (tetramino), kas sastav no 4 ritinam, perimetru aprékinasana.
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10. klase

10.1. Uz gara balka 600 cm attaluma viens no otra atrodas gliemezis un skudra. Ja tie parvietotos viens

otram preti, tad tie sastaptos péc 5 minttém. Ja tie kustétos viena virziena ar tiem pasiem atrumiem,
tad skudra panaktu gliemezi péc 20 minatém. Noteikt, cik centimetrus minaté veic skudra un cik —
gliemezis!

Atrisinajums. Skudras atrumu apziméjam ar x un gliemeza — ar y. Tad iegustam vienadojumu
sistemu

{5x+5y=600 iob {x+y=120
20x = 20y + 600 x—y =230
Saskaitot pédéjas sistémas vienadojumus, ieglistam 2x = 150 jeb x = 75 cm/min un y = 45

cm/min.

Vértésanas kriteriji

Nezinamo lielumu izvéle un apzimésana 1
Uzraksta vienadojumu, kas apraksta situaciju, kad skudra un gliemezis 3
dodas viens otram preti

Uzraksta vienadojumu, kas apraksta situaciju, kad abi dodas viena 3

virziena

Atrisinata vienadojumu sistéma 2
Uzrakstita atbilde 1
Uzrakstita tikai atbilde un veikta parbaude 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 7 59 60 45 24 29 7 5 15 23 16 368

Videji iegltais punktu skaits 6,94

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir klasisks teksta uzdevums, ko risina skolas kursa.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) mainigo ievieSana un vienadojumu sistémas sastadiSana,
2) linearu vienadojumu sistémas atrisinasana.

10.2. Skolas édnicas pusdienu piedavajuma ir divas dazadas zupas, divi dazadi pamatédieni un divi

dazadi deserti. Pusdienas aizgaja 200 skoléni, no katra édienu veida (zupa, pamatédiens, deserts)
katrs skoléns izvéleéjas ne vairak ka vienu édienu, pie tam nebija tada skoléna, kur$ neéda vispar
neko. Kads ir lielakais skaits skolénu, kas noteikti pasttija vienu un to pasu?

Atrisinajums. Pamatosim, ka lielakais skolénu skaits, kas noteikti pasGtija vienu un to pasu, ir 8.
levérojam, ka katra veida édienu var vai nu neieklaut komplekta, vai izvéléties vienu no diviem ta
veidiem, tatad katram édiena veidam ir 3 dazadas iespéjas. Ta ka katrs skoléns izveéléjas vismaz vienu
no piedavatajiem édieniem (neder variants, ka no katra édiena veida neizvélas neko), tad ir
iespéjams izveidot 33 -3 — 1 = 26 dazadus pusdienu komplektus. Ja katru no Siem komplektiem
bltu izveélejusies ne vairak ka 7 skoléni, tad pusdienas butu aizgajusi ne vairak ka 7 - 26 = 182
skoleni, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad noteikti ir 8 skoléni, kas pasutija vienu un
to pasu. Nevar apgalvot, ka vairak ka 8 skoléni pastija vienu un to pasu, jo ir iespéjams, ka pirmos
18 no 26 dazadajiem pusdienu komplektiem izvéléjas pa 8 skoléniem un atlikuSos 8 pusdienu
komplektus — pa 7 skoléniem (tasir, 18 - 8 + 8 - 7 = 200).

Piezime. Treknraksta izcelta teksta vieta var bat, pieméram, ari sads spriedums: ta ka skolénu
skaits ir 200 = 7 - 26 + 18, tad péc Dirihlé principa noteikti ir 8 skoléni, kas pasitija vienu un to
pasu.
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Vértesanas kriteriji

Uzrakstita atbilde, ka lielakais skolénu, kas pasatija vienu un to pasu, ir 8
leglts, ka ir iespéjams izveidot 26 dazadus pusdienu komplektus

Saprot, ka 200 skoléni jasadala pa 26 grupam

Pamato, ka kada grupa vienmér bus vismaz 8 skoléni

Parada piemeéru, ka varétu neatrast vairak ka 8 skolénus, kas pasutija vienu
un to pasu

Uzrakstiti tikai dazi pieméri, kur kada grupa ir 8 skoléni 1

N WL W

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 117 | 82 50 49 52 98 29 15 35 101 | 29
Videji iegltais punktu skaits 4,24

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksnozare — kombinatorika.

Uzdevums ir standartuzdevums par Dirihlé principu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) objektu skaitisana,

2) Dirihlé princips,

3) pieradijums no pretéja.

10.3. Punkts K ir kvadrata ABCD malas AB viduspunkts. Uz diagonales AC atlikts tads punkts L, ka
AL : LC = 3 : 1. Pieradit, ka <KLD = 90°.

Atrisinajums. No punkta L pret malam AB un AD novelkam attiecigi perpendikulus LF un LE
(skat. 43. att.). Simetrijas dé] LF =LE. Ta ka AL:LC =3:1, tad péc Talesa teorémas
ED = BF = AB.lidzar to FK = BK — BF = ZAB — = AB = L AB un FK = ED.

Tatad ALFK = ALED péc pazimes mfm un IFLK = XELD ka atbilstoSie lenki vienados
trijsturos. levérojam, ka «KLD = <KLE + ¥ELD = <KLE + «FLK = «<FLE = 90°.

B C
L
F T :
K|
-
A I3 D
43. att.

Piezime. legut prasito var ari aprékinot, ka KD = \/?Ta un KL =LD = \/5;61, kur a — kvadrata

malas garums, un izmantojot Pitagora teorémas apgriezto teoremu.
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Vértesanas kriteriji

Par zimejumu, kura attélots tikai dotais

No punkta L pret AB un AD novilkti perpendikuli
Pamatots, ka LF = LE

Pamatots, ka FK = ED

Pamatots, ka <FLK = <ELD

leglts, ka <KLD = 90°

Par zimejumu, kura attélots tikai dotais

No punkta L pret AB un AD novilkti perpendikuli
Pamatots, ka LF = LE

Pamatots, ka FK = ED

Aprékina KD, KL, LD garumu

Izmanto Pitagora teorémai apgriezto teoremu

N BANEFPPRPOWWNEREPRELO

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 11 270 | 118 |59 23 14 9 6 11 16 13 108
Videji iegltais punktu skaits 2,85

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) Talesa teoréma,
2) trijstdru vienadibas pazimes,
3) Pitagora teorémai apgriezta teoréma.

10.4. No cipariem 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, katru izmantojot divas reizes, izveidoti tris seSciparu skaitli. Ar
kadu lielako nulju skaitu var beigties tris izveidoto skaitlu summa?
Atrisinajums. Lielakais nulju skaits ir 5. Pieméram, 257899 + 327686 + 314415 = 900000.

Pieradisim, ka ar vairak ka 5 nullem skaitlu summa nevar beigties.

SkaitJus apzZiméjam ar a;a,a3a,a50g, b1 byb3bybsbg un €1 C;C3C4C5C, tad to summa izsakama ka
S=(a;+b;+c;)-10°+ (a, + b, + ¢;) - 10* + (a3 + b3 + ¢3) - 103 + (ay + by + c,) - 10% +
+(as + bs + c5) - 10 + (ag + bg + c4)

Nemot véra, ka visu izmantoto ciparu summa ir 45 - 2 = 90, ieglstam
S$ =99999(ay + by +¢;) +9999(a, + by, + ¢;) +999(as + b +¢c3) +99(a, + by +c,) +
+9(as + bs++cs)+a,+by+cy+a,+by,+c, +ag+bs+cst+a,+by+cy+
+as + bs + ¢+ ag + bg + cg =
=99999(a; + by + ¢1) +9999(a, + b, + ¢c3) +999(a; + b +c3) +99(a, + by +¢4) +
+9(as + bs + c5) + 90

Tatad izveidoto skaitlu summa S dalas ar 9. Tris seSciparu skaitlu summa ir mazaka neka
3000 000, jo katrs saskaitamais ir mazaks neka 1 000 000. Vienigie divi skaitli ar seSam nullém
beigas, kas mazaki neka 3 000 000, ir 1 000 000 un 2 000 000, kas nedalas ar9. Tapéc summa S nevar
beigties ar seSam nullem.

Piezimes

1. Der ar1 493862 + 511382 + 794756 = 1800000 un

921478 + 925176 + 853346 = 2700000.
2. Vajadzigo pieméru var atrast, piemekl€jot ciparus, sakot ar skaitlu pedéjo ciparu.
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Vértesanas kriteriji

Paradits piemeérs, ka skaitlu summa var beigties ar piecam nullem 5
Pamatots, ka ar vairak ka 5 nullém skaitlu summa nevar beigties 5
Paradits piemeérs, ka skaitlu summa var beigties ar mazak neka piecam Ne vairak
nullem ka2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 9 184 | 50 54 15 11 213 |59 30 18 4 11
Vidéji iegltais punktu skaits 3,34

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot $o uzdevumu:
1) skaitla pieraksts,

2) atbilstosa pieméra atrasana,

3) dalamibas pazime ar 9.

10.5. Dota figlra, kuras laukums ir 28 ritinas (skat. 44. att.). GrieZot pa ratinu linijam, ta sagriezta
septinas vienlielas dalas (katras dalas laukums ir 4 ratinas). Noteikt, kads ir mazakais iespéjamais
griezuma liniju kopgarums, pienemot, ka ratinas malas garums ir viena vienibal!

44. att.

Atrisinajums. Dotas figliras perimetrs ir 26 vienibas. leglto septinu dalu perimetrus apziméjam
ar p1,P2, P3, P4 Ps, P, P7 Un aplikojam summu py + p, + p3 + ps + Ps + pe + p7. Saja summa
katrs griezuma posms ir ieskaitits divas reizes, bet katras dalas armalas posms — vienu reizi. Tad
griezuma liniju kopgarumu var izteikt ka % (p1 + P2 +p3 + Py + ps + P + p; — 26). Tatad jacensas
minimizéet ieglto septinu dalu perimetru summu. Pavisam ir piecas dazadas figlras, kas sastav no
cetram ratinam (skat. 45. att.). Visam figliram, iznemot 2 X 2 kvadratu, perimetrs ir 10 vienibas, bet
kvadrata perimetrs ir 8 vienibas.

Pamatosim, ka dotaja laukuma iespéjams izvietot ne vairak ka cetrus 2 X 2 kvadratus. Katrs
2 X 2 rutinu kvadrats satur vienu ratinu, kas atzimeta ar burtu (skat. 46. att.), tapéc no dotas figlras
nevar izgriezt vairak ka piecus kvadratus. Pienemsim, ka viens no kvadratiem satur ritinu “C”. Ja “C”
ir 2 X 2 kvadrata apaksejas rindas rutina, tad Sis kvadrats nelauj izgriezt vienu no kvadratiem ar
rdtinu augséja rinda (“A” vai “B”). Ja “C” ir 2 X 2 kvadrata augséjas rindas ritina, tad, izgriezot
kvadratus, kas satur “A” vai “B”, tiktu norobezots divu ratinu liels laukums. Tatad no dotas figliras
var izgriezt ne vairak ka éetrus 2 X 2 kvadratus.

Lidz ar to mazakais iesp&jamais griezuma liniju kopgarumsir (4-8 + 3-10 — 26): 2 = 18, tovar
ieglt, pieméram, ka paradits 47. att.

A B
] ] C
| [ ]
| D E
|
45, att. 46. att. 47. att.
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Vértesanas kriteriji

Paradits piemérs, kur griezuma liniju kopgarums ir 18 vienibas 4
Pamatots, ka griezuma liniju kopgarums bis minimalais, ja dalu perimetru 2
summa bus vismazaka

Uzrakstits (var bat bez pamatojuma), ka vienas dalas mazakais iespéjamais 1
perimetrs ir 8 vienibas

Uzrakstits (var bat bez pamatojuma), ka visam dalam, kas nav kvadrats,
perimetrs ir 10 vienibas 1
Pamatots, ka var izgriezt ne vairak ka cetrus kvadratus
Paradits piemérs, kur griezuma liniju kopgarums ir vairak neka 18 vienibas 2

N

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 77 43 74 23 142 | 64 77 36 67 16 34
Videji iegltais punktu skaits 4,41

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatoriska geometrija.

Sis ir uzdevums par figiram ratinu plakné, kura risina$ana noder zina$anas par tetramino (polimino,
kas sastav no 4 ratinam), bet svarigakais uzdevuma ir izpratne par lauztas linijas garuma aprékinasanu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) atbilstoSa pieméra atrasana,
2) lauztas linijas garuma aprékinasana,
3) visu figlru (tetramino), kas sastav no 4 ratinam, perimetru aprékinasana.

11. klase

11.1. Spidolai ir 482 bildes un divi vienadi fotoalbumi. Pirma albuma katra lapa vina ieliméja tiesi 21
bildi. Ja otra albuma katra lapa vina ielimétu tiesSi 19 bildes, tad lapu pietriktu, savukart, ja katra
lapa vina ielimétu tiesi 23 bildes, tad vismaz viena lapa paliktu tuksa. Cik lapu ir fotoalbuma?

Atrisinajums. Apziméjam ar x lapu skaitu katra fotoalbuma. Tad bilZu skaits, kas Spidolai jaielimé
otraja fotoalbuma, ir (482 — 21x). legustam nevienadibu sistému:

482 2
{ 19 <482-21x )X <7 = 125
23(x—1) > 482 —21x ¥ ), Ss5_ 2
44 44

Ta ka lapu skaits ir naturals skaitlis, tad fotoalbuma ir 12 lapas.
Piezime. Ja sistemas otra nevienadiba ir 23x > 482 — 21x, tad ieglst, kax = 11 vaix = 12, bet
vértiba x = 11 neder, jo tad albuma nepaliek vismaz viena tuksa lapa.

Veértésanas kriteériji

Nezinamo lielumu izvéle un apzimésana 1
Izsaka, cik bilzu jaielimé otraja fotoalbuma 1
Uzraksta nevienadibu, kas apraksta situaciju, ja katra lapa ielimétu tieSi 19 2
bildes

Uzraksta nevienadibu, kas apraksta situaciju, ja katra lapa ielimétu tiesi 23 2
bildes

Atrisinata nevienadibu sistéma 3
Uzrakstita atbilde 1

Ja otra nevienadiba ir 23x > 482 — 21x un nav veikta parbaude Ne vairak

ka 8

Uzrakstita tikai atbilde un veikta parbaude 2
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 43 51 58 29 37 43 41 28 70 44 114
Videji iegltais punktu skaits 5,65

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir klasisks teksta uzdevums, ko risina skolas kursa.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) mainiga ievieSana un nevienadibu sistémas sastadisana,
2) nevienadibu sistémas atrisinasana.

11.2. Sporta zale trenéjas 32 cilveki, kuri visi ir vismaz 21 gadu veci. Pieradit, ka no Siem cilvékiem var
atrast divus tadus, kuriem ir vairak neka 30 gadi vai 4 tadus, kuru gadu skaits ir vienads!

1. atrisinajums. Pienemam pretéjo tam, kas japierada, tas ir, nav divu cilveku, kuriem ir vairak ka
30 gadi un nav cetru cilvéku, kuriem ir vienads gadu skaits. Sadalam cilvékus grupas péc to gadu
skaita: {21}; {22}; {23}; ...; {29}; {30}; {vairak neka 30}. Tad pirmajas 10 grupas katra ir ne vairak
ka 3 cilveki un pédeja — ne vairak ka viens cilveks. Tatad sporta zalé nav vairak ka 3-10+ 1 = 31
cilvéks — pretruna. Tatad pienémums ir aplams un esam pieradijusi, ka var atrast divus tadus
cilvekus, kuriem ir vairak neka 30 gadi vai 4 tadus, kuru gadu skaits ir vienads.

2. atrisinajums. Sadalam cilvekus grupas péc to gadu skaita:

{21}; {22}; {23}; ...; {29}; {30}; {vairak neka 30}.

Ja pedeja grupa ir vismaz divi cilveki, tad prasitais izpildas.

Ja pédéja grupa ir mazak neka divi cilvéki, tad pa atlikusajam grupam jasadala vismaz 31 cilveks.
Ta ka ir 10 grupas un vismaz 31 = 3 - 10 + 1 cilvéks, tad péc Dirihlé principa kada no $Sim grupam ir
vismaz 4 cilveki, tatad tiem gadu skaits ir vienads.

Vértésanas kriteriji

Uzraksta, ka cilveki jadala grupas péc to vecuma: 3
{21}; {22}; {23}; ...; {29}; {30}; {vairak neka 30}

Pamato prasito 7
Uzrakstiti tikai dazi piemeéri, kur prasitais izpildas 1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 9 88 35 28 26 10 15 8 20 35 48 239
Videji iegltais punktu skaits 6,47

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir standartuzdevums par Dirihlé principu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) objektu skaitiSana un grupésana,
2) Dirihlé princips,
3) pieradijums no pretéja.

11.3. Trapeces ABCD pamatu AB un CD garumu summa ir vienada ar sanu malas AD garumu. Pieradit,
ka lenku DAB un CDA bisektrises krustojas BC viduspunkta!
Atrisinajums. BisektriSu krustpunktu apziméjam ar F (skat. 48. att.). Ir japierada, ka F atrodas uz

BC,un ari, ka FB = FC.

Pieradisim, ka FB = FC. Uz AD izvélamies tadu punktu E, ka EA = AB, tad DE = DC (jo
AE + ED = AD = AB + DC). Tad AAEF = AABF péc pazimes mfm, jo XBAF = JEAF;
AB = AE un AF — kopiga un AEDF = ACDF péc pazimes mfm, jo SEDF = <CDF; ED = DC un
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DF —kopiga. Ta ka vienados trijstlros attiecigas malas ir vienadas, tad BF = EF = CF.Tatad punkts
F atrodas vienada attaluma no B un C.

Atliek pieradtt, ka F atrodas uz BC. Apskatot Cetrstirus ABFE un EFCD un izmantojot, ka
Cetrstlra iek$éjo lenku summa ir 360° un ka trapeces sanu malas pielenku summa ir 180°, ieglistam

ABFC = «BFE + XEFC =

= (360° — ¥ABF — ¥BAE — <AEF )+ (360° — XFED — XEDC — «DCF) =

= 720° — (XABF + <DCF) — (XBAE + XEDC) — (XAEF + XFED) =

= 720° — 180° — 180° — 180° = 180°

Esam ieguvusi, ka <BFC ir izstiepts lenkis, Iidz ar to F atrodas uz BC.

A B

E

48. att.

Vértésanas kriteriji

Par zimejumu, kura attélots tikai dotais

Ziméjuma atlikts tads punkts E, ka AB = AE un ED = DC
Pamatots, ka ABAF = AEAF un AFED = AFCD
Pamatots, ka BF = CF

Pamatots, ka F atrodas uz BC

Ul W kL O

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 14 234 | 107 |42 26 15 47 8 14 12 8 34
Videji iegltais punktu skaits 2,23

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktara, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdru vienadibas pazimes,
2) Cetrstlra iekSéjo lenku summa,
3) trapeces sanu malas pielenku summa.

11.4. No cipariem 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, katru izmantojot divas reizes, izveidoja vienu septinciparu,
vienu seSciparu un vienu piecciparu skaitli. Ar kadu lielako nullu skaitu var beigties tris izveidoto
skaitlu summa?

Atrisinajums. Lielakais nulju skaits ir 6. Pieméram, 8514789 + 421679 + 63532 = 9000000.
Pieradisim, ka ar vairak ka 6 nullem skaitlu summa nevar beigties.
Skaitlus apziméjam ar a;a,a;a,asaga;, b1b,b3bybsbg un ¢ C,C5C4Cs, tad to summa izsakama
ka
S=a,-10°+ (ay + by) - 10° + (a3 + by + ¢;) - 10* + (a4 + b3 + ;) - 103 + (as + by + c3) - 102 +
+(ag + bs +¢c4) 10 + (a; + bg + c5);

Nemot véra, ka visu izmantoto ciparu summa ir 45 - 2 = 90, ieglstam

S =999999a; +99999(a, + by) +9999(a; + b, + ¢1) +999(a, + b3 + ¢c;) +99(as + by + ¢c3) +
+9(ag+bs+cy)+(ay+bi+cy+a,+by+cy;+az+bs+c3+a,+by+cy+as+bs+cs+
+ag+ bg+a; =
= 999999a, + 99999(a, + b1) + 9999(a3 + b, + c¢1) + 999(a, + b3 + c3) +99(as + by + c3) +
+9(ag + bs + c4) + 90.

66



Tatad visu izveidoto skaitlu summa dalas ar 9.
Septinciparu, seSciparu un piecciparu skaitlu summa ir mazaka neka
10 000 000 + 1 000 000 + 100 000 = 11 100 000, un vienigais skaitlis ar septinam nullém beigas,
kas ir mazaks neka 11 100 000, ir 10 000 000, kas nedalas ar 9. Tapéc summa S nevar beigties ar
septinam nullém.

Piezime. Vajadzigo pieméru var atrast, piemekléjot ciparus, sakot ar skaitlu pédéjo ciparu.

Vértésanas kritéeriji

Paradits piemérs, ka skaitlu summa var beigties ar seSam nullém 5

Pamatots, ka ar vairak neka 6 nullem skaitlu summa nevar beigties 5

Paradits piemérs, ka skaitlu summa var beigties ar mazak neka seSam nulléem  Ne vairak
ka 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 10 186 |73 109 |16 10 90 41 10 9 3 4
Videji iegltais punktu skaits 2,33

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) skaitla pieraksts,

2) atbilstosa pieméra atrasana,

3) dalamibas pazime ar 9.

11.5. Pieradit, ka a*+ b*+c* +d* + a?b? + b?*c? + c?2d? + d?a? + a®c? + b?d? > 10abcd
visiem realiem skaitliem a, b, c, d.
1. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
a* + b* + c¢* + d* — 4abcd + (a?b? — 2abcd + c?d?) + (a?c? — 2abcd + b%d?) +
+(b?c? — 2abcd + d?a?) > 0;
(a* — 2a?b? + b*) + (c* — 2¢?d? + d*) + (2a®b? + 2¢?d? — 4abcd) + (ab — cd)? +
+(ac — bd)? + +(bc — da)? = 0;
(a? = b?)? + (c? —d?*)? + 2(ab — cd)? + (ab — c¢d)? + (ac — bd)? + (bc — da)? > 0.
Ta ka katrs saskaitamais ir nenegativs, tad pédéja nevienadiba ir patiesa un ari dota nevienadiba
ir patiesa.
2. atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko,
novértéjam dotas nevienadibas kreiso pusi:
a* + b* + ¢* + d* + a®b? + b?c? + c?d? + d%a® + a’c? + b?d? =
> 10 - 1va4 cb4 et d4 - a2b2 - b2c2 - c2d? - d2a2 - a?c? - h2d? =

=10- 'Y al® - p10.¢c10.410 = 10 - |abcd| = 10abcd.

Vértésanas kritériji

1. atrisinajums

Atdaliti kvadrati (ab — cd)?; (ac — bd)?; (bc — da)?
Atdaliti kvadrati (a? — b?)?; (c? — d?)?; 2(ab — cd)?
Secinajums, ka dota nevienadiba ir patiesa

Ideja, ka var izmantot formulu x% — 2xy + y2 = (x — y)?
2. atrisinajums

Izmantota nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko, 10
un ieguts vajadzigais

Ideja, ka var izmantot sakaribu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo 1
geometrisko

Rk W o
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 22 267 |93 46 15 3 3 24 4 3 11 70
Videji iegltais punktu skaits 2,32

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par nevienadibu pieradiSanu, atdalot pilno kvadratu vai ari
izmantojot nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a® + 2ab + b? = (a + b)?,
2) saskaitamo un summas novértésana.

12. klase

12.1. Divas sniega tiramas masinas, stradajot vienlaicigi, Sinu ciema ielas var notirit 4 h 12 min. Ja
pirmas masinas darba razigumu palielinatu divas reizes, bet otra masina saktu stradat par 10
minutém vélak neka pirma, tad sniegu notiritu 2 h 30 min. Cik stundas sniegu Sunu ciema notiritu,
ja stradatu tikai otra sniega tirama masina?

Atrisinajums. Apziméjam: x — tik stundas pirma masina notiritu sniegu, ja stradatu viena; y — tik
stundas otra masina notiritu sniegu, ja stradatu viena. Tad viena stunda pirma masina notiritu % no

. . - 1 . . L e =i a I v .
visa sniega un otra masina notiritu 5 no visa sniega. Ta ka, stradajot vienlaicigi, abas masinas sniegu
- - L. - . _ . - . 4,2 4,2
var notirit 4 h 12 min jeb 4,2 stundas, iegustam vienadojumu ~ + gl 1.
L - .- s . . - o 2 .
Ja pirmas masinas darba raZzigumu palielinatu divas reizes, tad ta viena stunda notiritu ~ ho visa
sniega. Ja otra masina saktu stradat par 10 minGtem vélak neka pirma, tad ta butu stradajusi 2 h 20
7 _ o 2:25 3
min jeb 3 h. leglistam vienadojumu — + % =1.
.1 1 - . s
Ap2|mejot; =aun v b, ieglistam vienadojumu sistému:

42a+42b=1 21a+21b =5
{ S5a+2b=1 Jeb {—Zla —9,8b = —4,2
Saskaitot abus pédéjas sistémas vienadojumus, ieglstam 11,2b = 0,8 jeb b = 1% = ﬁ. Tatad
y = % = 14. Lidz ar to esam ieguvusi, ka otra sniega tirama masina sniegu Sunu ciema notiritu 14

stundas.

Vértesanas kriteriji

Nezinamo lielumu izvéle un apzimésana 1
Izsaka, cik daudz sniega katra masina notira viena stunda 1
Uzraksta vienadojumu, kas apraksta situaciju, ja abas masinas strada 2
vienlaicigi

Uzraksta otru vienadojumu 2
Atrisinata vienadojumu sistéma 3
Uzrakstita atbilde 1
Uzrakstita tikai atbilde un veikta parbaude 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 13 104 | 130 |20 14 15 5 9 5 13 18 107
Vidéji iegltais punktu skaits 3,91
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir klasisks teksta uzdevums par kopigo darbu, ko risina skolas kursa.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) mainigo ievieSana un vienadojumu sistémas sastadisana,
2) vienadojumu sistémas atrisinasana.

12.2. Pieradit, ka starp jebkuriem 78 trisciparu skaitliem var atrast ¢etrus tadus skaitJus, kuru ciparu
summas ir vienadas!
Atrisinajums. Pavisam iespéjamas 27 dazadas ciparu summas vértibas:

Ciparu summa Trisciparu skaitli
1 100

2 101; 110; 200
26 899; 989; 998
27 999

levérojam, ka

1) ciparu summa 1 un 27 katra ir tikai vienam skaitlim (100 un 999),

2) ciparu summa 2 un 26 katra ir tikai tris skaitliem (101; 110; 200 un 899; 989; 998).

Tatad Sajas grupas vairak skaitlu nevar bat neatkarigi no ta, kurus 78 trisciparu skait|us izvélamies.
Pienemsim, ka $T1s Cetras grupas ir maksimali piepilditas —tajas kopa ievietoti 8 skaitli. Tad atlikusajas
23 grupas jaievieto 78 — 8 = 70 skaitli. Ja katra no Sim 23 grupam batu ievietoti ne vairak ka 3
skaitli, tad kopa bitu izvietoti ne vairak ka 3 - 23 = 69 skaitli — pretruna tam, ka pa grupam jaizvieto
70 skaitli. Lidz ar to noteikti ir tada grupa, kura ir vismaz Cetri skaitli — tie art ir meklétie Cetri skaitli,
kuru ciparu summas ir vienadas.

Piezime. Treknraksta izcelta teksta vieta var but, pieméram, ari $ads spriedums: ta ka
70 = 3- 23 + 1, tad péc Dirihlé principa noteikti ir tada grupa, kura ir vismaz Cetri skait|i — tie art ir
meklétie Cetri skaitli, kuru ciparu summas ir vienadas.

Vértésanas kritériji

Uzraksta, ka pavisam iespéjamas 27 dazadas ciparu summas veértibas 2
Uzraksta, ka ciparu summa 1 un 27 katra ir tikai vienam skaitlim un 2
ciparu summa 2 un 26 katra ir tikai tris skaitliem

leglst, ka atlikuSajas 23 grupas jaievieto 70 skaitli 2
Pamato, ka kada no Sim grupam vienmeér bus vismaz Cetri skaitli 4
Uzrakstiti tikai dazi piemeéri, kur prasitais izpildas 1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 89 38 45 29 30 14 11 16 20 35 121
Videji iegitais punktu skaits 5,06

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir standartuzdevums par Dirihlé principu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) objektu skaitiSana un grupésana,
2) Dirihlé princips,
3) pieradijums no pretéja.
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12.3. Trijstari ABC ievilkta rinka linija pieskaras malai AB punkta D, bet malai AC punkta E. Lenku B
un C bisektrises krusto taisni DE attiecigi punktos M un N. Pieradit, ka punkti B, C, M un N atrodas
uz vienas rinka Iinijas!

Atrisinajums. Ta ka CN un BM ir bisektrises, tad XxACN = <NCB = a un ¥ABM = <MBC = f
(skat. 49. att.). No trijstira ABC iegustam, ka <BAC = 180° — <xABC — <BCA = 180° — 2a — 2.
Ta ka AE = AD ka pieskaru nogriezni, kas vilkti no punkta A, tad trijsttris EAD ir vienadsanu un
IADE = <AED = a + f.Taka XAEN irtrijstira NEC aréjais lenkis, tad XAEN = <ECN + XENC,
no kurienes ¥ENC = <AEN —<ECN =a+ [ —a=[. Ta ka «MNC = <MBC = f3, tad ap
Cetrstlri CMNB var apvilkt rinka liniju, tas ir, punkti B, C, M un N atrodas uz vienas rinka linijas.

49. att.
Piezime. Risinajuma izmantota apgriezta teoréma par ievilktajiem lenkiem: ja Cetrstari ABCD ir
spéka vienadiba <ABD = XACD, tad ap Cetrstiri var apvilkt rinka lTniju.

Vértésanas kriteriji

Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais

No trijstira ABC izsaka lenka A lielumu

Pamato, ka trijsturis EAD ir vienadsanu

Izsaka <AED lielumu

Izsaka <CED lielumu

Izsaka <M NC lielumu

Secina, ka ap cetrstlri CMNB var apvilkt rinka liniju

R NNDNMNDN PR O

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 10
Skolénu skaits | 28 283 | 82 31 8 4 1 0 2 2 2 10
Videji iegltais punktu skaits 0,79

0o
(Yo}

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pieskaru nogrieznu ipasiba,
2) vienadsanu trijstlira pazime,
3) lenku izteiksana,
4) apgriezta teoréma par ievilktajiem lenkiem — ja Ccetrsturi ABCD ir speka vienadiba
AABD = XACD, tad ap Cetrstari var apvilkt rinka liniju.

12.4. Doti naturali skaitli @ un b. Pieradit
a) ja 20a + 18b dalas ar 7, tad 201a + 8b dalas ar 7;
b) ja 201a + 8b dalas ar 7, tad 20a + 18b dalas ar 7.

Atrisinajums. a) Ja 20a+18b dalas ar 7, tad ari 6a+4b dalas ar 7, jo
20a + 18b = 14a + 14b + (6a + 4b). Tas nozimé, ka ar1 7-27a + 2(6a + 4b) = 201a + 8b
dalas ar 7.

b) Ja 201a + 8b dalas ar 7, tad ari 201a + 8b — 7(28a + b) = 5a + b dalas ar 7. Tas nozimg,
kaari18(5a + b) — 7 -10a = 20a + 18b dalas ar 7.
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Vértesanas kriteriji

a) gadijums (kopa 5 punkti)
Izsaka 201a + 8b ka vairaku saskaitamo summu, no kuriem katrs dalas ar 7 5
b) gadijums (kopa 5 punkti)
Izsaka 20a + 18b ka vairaku saskaitamo summu, no kuriem katrs dalas ar 7 5

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 32 236 |59 36 6 9 8 3 5 2 3 54
Videji iegltais punktu skaits 2,05

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Uzdevums ir standartuzdevums par dalamibu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) dalamibas 1pasibas,
2) izteiksmes parveidosana par vairaku saskaitamo summu, no kuriem katrs dalas ar 7.

12.5. Vienadojuma ar veseliem koeficientiem x* + bx? + ¢ = 0 vienas saknes vértiba ir V20 —/18.
Atrast vienadojuma koeficientus un paréjas tris saknes!
Atrisinajums. levérojam, ja x = V20 — /18, tad x2=38-12/10>0 un
x* = 2884 — 912V/10.
levietojot doto sakni dotaja vienadojuma, ieglistam
2884 — 91210 + b(38 — 12v10) + ¢ = 0; (*)

2884 4 38b 4+ ¢ — 91210 — 12v10b = 0
Lai pastavetu vienadiba, iracionalajai un racionalajai dalai katrai atseviski jabat O, tas ir,
{2884+38b+c=0
—912v10 — 12bV10 = 0

Atrisinot iegUto vienadojumu sistému, ieglstam b = —% = —76unc = —2884 + 2888 = 4.

Tatad sakotnéjais vienadojums ir x* — 76x% + 4 = 0.

Aplikojot (*), ievérojam, ka veiktie spriedumi un iegitais vienadojums nebltu mainijies, ja
iracionalas dalas vértiba bitu ar pretéju zimi, tas ir, 2884 + 912+/10 + b(38 + 12@) +c=0,
bet $adu sakaribu var iegit, ja x = V20 + V18. No ki izriet, ka x = V20 + /18 ari ir dota
vienadojuma sakne.

Nemot véra, ka (—x) ir dota vienadojuma sakne, ja x ir §i vienadojuma sakne, ieglistam, ka
vienadojuma saknes ir x; , = V20 + /18 un X34 = —/20 + V/18.

Veérteésanas kriteériji

Uzraksta, ka arT (—x) ir dota vienadojuma sakne, tas ir, ari x = —/20 ++/18 1

levietojot doto sakni dotaja vienadojuma, ieglst vienadojumu 3
884 — 91210 + b(38 — 12vV10) +c = 0

legist, ka vienigas derigas vértibas ir b = —76 un ¢ = 4, tas ir, sakotnéjais 3

vienadojums ir x* — 76x2 +4 =0

legtst, ka x = V20 + /18 ir vienadojuma sakne 2

Secina, ka arf x = V20 — /18 ir vienadojuma sakne

leglitas b un c¢ veértibas bez pamatojuma, ka tas ir vienigas iesp&jamas 6

(konstruéts viens derigs vienadojums), un aprékinatas paréjas saknes
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti | n 0 1 2 3 4 5 6 7 |8 |9 10
Skolenu | 59 | 166 |95 |52 |25 |13 |4 10 |6 8 12 |33
skaits

Videji iegltais punktu skaits 2,24

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — algebra.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) dotas saknes ievietoSana dotaja vienadojuma un vienadojumu sistémas sastadiSana attieciba

pret nezinamajiem lielumiem,

2) iracionalas izteiksmes saistita izteiksme,

3) darbibas ar iracionaliem skaitliem

4) augstaku kartu vienadojumu risinasana.

Valsts olimpiade - 2018

9. klase

9.1. Zinams, ka a un b ir pozitivi skaitli, un kvadratfunkciju y = ax?+2018x +b un
y = bx? + 2018x + a minimalo vértibu summa ir nulle. Pieradtt, ka katrai no $im kvadratfunkcijam
minimala vértiba ir nulle!

1. atrisinajums. Abam dotajam kvadratfunkcijam ir vienads saknu skaits, jo tam ir vienads
diskriminants D = 20182 — 4ab. Ja tam abam bitu divas saknes, tad to minimalas vértibas batu
negativas un to summa ari btu negativa. Ja tam abam nebutu saknu, tad to minimalas vertibas butu
pozitivas un summa ari pozitiva. Tatad tam abam ir tieSi viena sakne, kas nozimg, ka to minimala
vértiba ir nulle.

2. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad abu parabolu zari ir vérsti uz augsu un
kvadratfunkciju minimala veértiba sakrit ar parabolas virsotnes y koordinatu. Parabolas
y = ax? + 2018x + b virsotnes koordinatas ir

2018 _ 1009 10092

1009 1009

2
Xv1=—2a = P un yv1=a-(—T) +2018'(—T)+b=— +b,
bet parabolas y = bx? + 2018x + a virsotnes koordinatas ir
2 2
Xy, = —wbg un Y, = b-(—%) +2018-(—$)+a= —1029 +a
Ta ka abu kvadratfunkciju minimalo vertibu summa ir nulle, tad
2 2
_ 10097 ' 1009 ta=0
10092
a+b— (a+b) =0;
ab
10092
(a+b)|1- =0
ab
10092 10092

Ta ki a+b>0, tad (1-— un

2 2
10097 % = 0. Lidzigi iegtst, ka y,,, = 0.

)=0 jeb ab=1009%. Titad b=
ab

yv1 = - a
Piezime. Kvadratfunkcijas minimalo vertibu var atrast art atdalot pilno kvadratu:
10092 10092
+b— =

a?

1
y=axz+2018x+b=a<x2+2-1009-x-a+ — =

1009\° 10092
=a (x + ) +b————
2 ¢ @ 2
Takaa (x + %) = 0, tad kvadratfunkcijas minimala vertiba y,, = b — 1(;029 .
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 10 34 8 2 3 2 0 1 1 1 1 10
Videji iegltais punktu skaits 2,52

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums par kvadratfunkcijas vértibu noteikSanu.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) diskriminanta aprékinasana,
2) parabolas virsotnes x un y koordinatas aprékinasana,
3) izteiksmes vértibas novértésana.

9.2. Izvéleéti tris dazadi naturali skaitli un aprékinati to reizinajumi pa pariem, iegtstot tris reizinajumus.
Pieradtt, ka Sos reizinajumus, dalot ar 4, vismaz divi dod vienadus atlikumus!

Atrisinajums. Katru naturalu skaitli n var izteikt forma n = 4b + a, kur b € Z un a ir skaitla n
atlikums, dalot ar 4. lesp€jamas atlikuma a veértibas ir 0, 1, 2 vai 3. Apskatam visus iespéjamos
gadijumus, kadus atlikumus var dot tris izvelétie skaitli.

1) Ja kads no skaitliem dalas ar 4 (jeb dod atlikumu 0), tad 31 skaitla reizinajums ar paréjiem diviem

skaitliem ari dalas ar 4 jeb Sie divi reizinajumi dod atlikumu 0.

2) Ja neviens no skaitliem nedalas ar 4, tad iesp&jami divi gadijumi.
a) Javismaz diviem skaitliem atlikums, dalot ar 4, ir vienads, tas ir, skaitlus varam izteikt forma
4k + q; 4m + q un 4n + p, tad reizinajumiem (4k + q)(4n + p) = 4(4kn + kp + nq) + gp un
(4m + q)(4n + p) = 4(4dmn + mp + nq) + gp atlikums ir vienads ar gp atlikumu, dalot ar 4.

b) Ja visi atlikumi ir dazadi, tad viena skaitla atlikums, dalot ar 4, ir 1, otra — 2, tre$a — 3, tas ir,
skait|us varam izteikt forma 4k + 1; 4m + 2 un 4n 4+ 3. Tad reizinajuma (4k + 1)(4m + 2) =
=4(4km+2k+m)+2 atlikums ir vienads ar reizinajuma (4m+2)(4n+3)=
= 4(4mn + 3m + 2n + 4) + 2 atlikumu, tas ir, ir vienads ar 2.

Esam aplukojusi visus gadijumus, un prasitais pieradits.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 9 9 4 2 7 2 5 4 4 1 23
Vidéji iegitais punktu skaits 5,57

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par dalisanu ar atlikumu,
2) gadijumu Skirosana.

9.3. Rutinu tabulas ar izmériem 8 X 14 katra ritina séz tiesSi viena musa. Visas musas parlido uz citu
tabulu arizmériem 7 X 16 ratinas ta, ka katra ratina atkal ir tieSi viena musa. Vai iesp&jams, ka visas
musas, kas bija kaimini sakotnéja izvietojuma (tas ir, atradas blakus rdtinas ar kopigu malu), bis
kaimini arf jaunaja izvietojuma?

1. atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Pienemsim, ka musas ir parlidojusas t3,
ka visas, kas bija kaiminos pirms parlidosanas, ir kaiminos art péc tas. levérojam, ka stdra ratina
(skat. 50. att. melnas ratinas) sedosai musai ir tiesi 2 kaimini, maléja ratina (pelekas ratinas) — tiesi
3 kaimini un vid€ja ratina (baltas ratinas) — tiesi 4 kaimini. Skaidrs, ka katrai musai kaiminu skaits
nemainas vai palielinas (ja tas samazinatos, tad kadu no kaiminiem ta bltu pazaudéjusi). Tatad stilra
ratinas, kuras musam ir tikai divi kaimini, var ielidot tikai musas, kas art pirms tam bijusas stdros.
Tabula ar izmériem 8 X 14 ratinas ir 36 maléjas ratinas, bet tabulai ar izmériem 7 X 16 ir 38 maléjas
ratinas. Ta ka abas tabulas ir vienads ratinu skaits, tad divas maléjas ratinas bis jaaiznem musam,
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kuras atradas sakotnéjas tabulas vidéjas ratinas, bet tad tas butu pazaudeéjusas vismaz vienu
kaiminu, kas ir pretruna ar pienémumu.

2. atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Saskaitisim, cik musu pari bija kaimini
pirms un péc parlidoSanas. Kaiminu katra tabula ir tiesi tik, cik ir iekS€jo liniju, katra iek$éja lnija
atdala divas kaiminu musas. Tatad pirms parlidoSanas kaiminu skaits bija 7 - 14 + 8 - 13 = 202, bet
péc parlidoSanastasir6-16 + 7 - 15 = 201, tatad ir vismaz viens musu paris, kas bija kaimini pirms
parlidoSanas, bet nav kaimini péc péroéanas.

50. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 2 3 7 4 1 0 1 3 1 1 49
Videji iegltais punktu skaits 7,88

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) objektu skaitisana,
2) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iespéjams.

9.4. Dots vienadsanu trijstaris ABC, kuram AC = 6 un AB = BC = 5. Uz malas AB atlikts tads punkts
D, ka BD = 2, un uz malas AC atlikts tads punkts E, ka AE = 2. Nogriezni BE un CD krustojas
punkta M. Aprékinat trijstira BMC laukumu!

1. atrisinajums. Novelkam trijsttri ABC augstumu BH (skat. 51. att.). Ta ka BH ir ari mediana,

tad HC = %AC = 3, un péc Pitagora teorémas ABHC aprékinam BH = VBC? — HC? = 4. Tad

Sipc = 1BH-AC = 12. Ta ka trijstriem BCD un DCA ir kopigs augstums no virsotnes C, tad
2

2 24 3 36 _ 25 12 . .
Sepc = g Sapc = 7 UN Sapc = ¢ Sapc = - leglistam, ka hyc = % = —, kur hyc ir no virsotnes

D vilktais augstums. Aprekinam Sppc = %EC “hyc = 2?4. Tatad Spgc = Sppc- Tas nozimé, ka
augstums no B pret CD ir vienads ar augstumu no E pret CD, no ka izriet, ka trijstiru BMC un EMC
laukumi ir vienadi. Tatad Sgpyc = %SBEC = %-4 -% =4,

p [ ]
> B 1 H 3 ¢
51. att.
2. atrisinajums. Novelkam trijstiri ABC augstumu BH (skat. 52. att.). Ta ka BH ir ari mediana,

tad HC = %AC = 3, un péc Pitagora teoréemas ABHC aprékinam BH = VBC? —HC? = 4. Tad
Sgec = %EC BH = %-4 -4 = 8. Novelkam EK||AB, kur punkts K atrodas uz CD (skat. 53. att.).
Tad AACD~AECK, jo EK||AD. Tad =~ = = jeb == = = no ka izriet, ka EK = 2.

Ta ka «DBM = <KEM un <BDM = <EKM ka ieksejie skérslenki pie paralélam taisném un
BD = EK = 2,tad ADMB = AKME péc pazimes fm#.
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Ta ka BM = ME ka atbilstoSas malas vienados trijsturos un trijstiriem BMC un MEC sakrit
augstums, tad SBMC = SMEC = %SBEC = % 8 == 4

_> E 1 }I 3 -
52. att. 53. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 9 5 19 8 6 7 6 2 6 1 0 4

Videji iegltais punktu skaits 3,33

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) Pitagora teoréma,
2) figlru laukumu izteikSana,
3) trijstaru hdzibas pazimes.

9.5. Rinda izvietotas 2018 monétas. Viena gajiena drikst panemt vienu monétu, parcelt to pari tiesi
divam monétam un uzlikt to uz nakamas monétas (skat., pieméram, 54. att.). Vai 1009 gajienos visas
monétas iespéjams savakt kaudzités pa divam monétam katra kaudzite?

54, att.

Atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais ir iespéjams. Ja ir 10 monétas vai 8 monétas, tad attiecigi
ar 5 vai 4 gajieniem tas var savakt kaudzités pa divam monétam katra kaudzite, skat., pieméram, 55.
att.un 56. att. Taka 2018 = 201 - 10 + 8, tad ar 201 - 5 + 4 = 1009 gajieniem monétas iespéjams
savakt kaudzités pa divam monétam katra kaudzite.

|
0060000000
1 1

0000 00000 00000000
0000 O OO0 0000 OO0
1
oo O O 000 00 O 000
© 00O O O O 00

55, att. 56. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 42 4 6 10 0 1 1 1 0 1 2
Videji iegitais punktu skaits 1,37
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) vieglaka uzdevuma apskatisana, ja ir 10 monétas vai 8 monétas,
2) objektu grupésana,
3) vispariga algoritma izstrade.

10. klase

10.1. Atrast visus tadus veselu skait|u parus (x; y), kas apmierina nevienadibu sistému
2x% +2y% +24x — 28y + 167 < 0
15

2y < —
x+ 2y >

Atrisinajums. Parveidojam sistémas pirmo nevienadibu
2(x*+12x +36) + 2(y* — 14y + 49) — 3 < 0;

(x+6)2+(y—7)2<;

Skait]a kvadrats ir nenegativs. Ja divu nenegativu veselu skaitlu summa ir mazaka neka % tad Sie
skaitli var bat tikai (0; 0), (1; 0) vai (0; 1).

(x+6)%  (y—17)> x y x+2y
15

0 0 —6 7 —6+14=8>7 neder
15

0 1 —6 8 —-6+16 =10 > - neder
15

0 1 -6 6 —-6+12=6< >
15

1 0 -5 7 —5+14=9>7 neder
15

1 0 -7 7 —-74+14=7< >

Lidz ar to dotajai sistémai ir divi atrisinajumi (—=6; 6) un (=7;7).
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 2 32 7 13 3 1 2 1 0 1 1 22
Videji iegltais punktu skaits 3,60

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a? + 2ab + b? = (a + b)?,
2) saskaitamo un summas novértésana un visu iespéjamo gadijumu apskatisana.

10.2. Paralelograma ABCD malu BC un CD viduspunkti attiecigi ir K un M. Aprekinat AD garumu, ja
AK =6, AM = 3 un <KAM = 60°.

Atrisinajums. Novelkam KM, BD un ar E apziméjam BD un AM krustpunktu (skat. 57. att.). Uz
stara AM atliekam tadu punktu A’, ka A’'M = AM = 3, tad A’AK ir vienadmalu trijstaris, jo tas ir
vienadsanu trijstaris, kura virsotnes lenkis ir 60°, tatad abi pamata pielenki art ir 60°. Tapéc ta
mediana KM ir art augstums, tatad <KMA = 90°. Péc Pitagora teorémas ieglstam, ka KM = 3v/3.

Nogrieznis KM ir trijstira BCD viduslinija, tapéc BD = 2KM = 6v3 un <MEB = 90°.
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Ta ka SMED = XAEB ka krustlenki un XEMD = XEAB ka ieks&jie Skérslenki pie paralélam

taisném,

ED=§BD=2x/§unAE=§AM=2.

Péc Pitagora teorémas AAED, ieglistam AD = VAE2 + ED?2 =4 + 12 = 4.

tad AMED~AAEB péc pazimes ¥f un

ME _ED _MD _ 1

AE = EB  AB

57. att.
Piezime. Malas KM garumu var aprékinat ari izmantojot kosinusu teorému trijsturi KAM:

KM? = AK? + AM? — 2 - AK - AM - cos <KAM

KM = 3+/3.

iegustam

Pamatot, ka <KMA = 90°, var ari izmantojot Pitagora teorémas apgriezto teorému, tas ir, ta ka

AK? + KM? = AM?, tad trijstaris KAM ir taisnlenka.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:

1) vienadmalu trijstira pazime,
2) Pitagora teoréma vai kosinusu teoréma,
3) trijstaru dzibas pazimes.

10.3. Skaitlus a, b, ¢ sauksim par skaistu trijnieku, ja tiem vienlaicigi piemit sadas 1pasibas:
e tieir tris péc kartas esosi naturali skaitli;

e katrs no tiem dalas ar savu ciparu summu.
Piemeéram, skaists trijnieks ir 8, 9, 10.
a) Atrast tadu skaistu trijnieku, kura mazakais skaitlis ir lielaks neka 10.

b) Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz skaistu trijnieku!

Punkti n 0 1 2 3 4 5 7 10
Skolénu skaits | 3 15 15 11 3 9 1 0 20
Videji iegltais punktu skaits 4,24

Atrisinajums. a) Skaists trijnieks ir, pieméram, 110 (dalas ar 2), 111 (dalas ar 3), 112 (dalas ar 4).
b) Aplikosim skaitlus, ko ieglst no skaitliem 110, 111 un 112, aiz pirma cipara ievietojot n nulju

grupu:

10..010; 10..011;

10..012

legltie skaitli joprojam ir secigi. Pirma skaitla ciparu summa ir 2, un tas dalas ar 2. Otra skait|a ciparu
summa ir 3, tatad tas dalas ar 3. Tresa skaitla ciparu summa ir 4, un tas dalas ar 4, jo ta pedéjo divu
ciparu veidotais skaitlis dalas ar 4. Ta ka n var bt jebkurS naturals skaitlis, tad skaistu trijnieku ir

bezgaligi daudz.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 7 10
Skolénu skaits | 10 10 0 0 0 17 2 14 29
Videéji iegutais punktu skaits 6,55
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) dalamibas pazimes,
2) pieméra konstruésana un visparinasana.

10.4. Desmit Sahisti katrs ar katru izsp€éléja vienu $aha partiju, dazas no tam beidzas neizskirti. Ir zinams,
ka bija tieSi viens Sahists, kas neizskirti nospéléja tiesi vienu partiju, divi Sahisti — kas nospéléja divas,
tris $ahisti — kas nospéléja tris, un &etri $ahisti, kas neizikirti nospéléja tiesi cetras partijas. Sos
pédéjos Cetrus Sahistus (kas katrs Cetras partijas nospéléja neizskirti) sauksim par neizskirtu
karaliem, bet par karalisku neizsSkirtu sauksim partiju, kura neizskirtu izcinija divi neizskirtu karali.
Vai var apgalvot, ka tika izspéléts a) vismaz viens karaliskais neizskirts, b) vismaz divi karaliskie
neizskirti?

Atrisinajums. Sahistus apziméjam ar punktiem. Ja divi $ahisti spél&jusi neizikirti viens ar otru, tad
atbilstoSos punktus savienojam ar liniju. Tad, atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem, no katra punkta
iziet tik lniju, cik paradits 58. att.

a) No punktiem A, B, C un D (skat. 58. att.) kopa iziet 16 liniju gali, bet no seSiem atlikusajiem
punktiem kopa iziet 14 liniju gali. Tatad nevar but ta, ka punkti A, B,C un D ir savienoti tikai ar
atlikusajiem seSiem punktiem un nav savienoti sava starpa. Tatad esam ieguvusi, ka no tiem
Sahistiem, kas neizskirti spéelejusi tiesSi Cetras reizes, noteikti ir tadi divi, kas spéléjusi viens ar otru,
tas ir, noteikti tika izspéléts vismaz viens karaliskais neizskirts.

b) N€, skat., pieméram, 59. att.

A B C D
AAANA

¥V VYV Y Y
58. att. 59. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 6 16 2 1 1 5 18 2 1 3 4 26
Videji iegltais punktu skaits 5,77

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir reducéjams uz grafu teoriju.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) objektu skaitiSana,
2) pretpiemeéra atrasana.

10.5. Izveléeti 12 dazadi naturali skaitli, neviens no tiem neparsniedz 35. Pieradit, ka no Siem skaitliem
iespejams izveleties tris atskirigus skaitlu parus ta, ka visiem tris pariem lielaka un mazaka skaitla
starpiba ir vienada! Viens skaitlis var ietilpt arT divos paros (vienreiz ka lielakais, otrreiz — ka
mazakais).

Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka eksisté tads 12 skaitlu komplekts, kur visas starpibas starp
skaitliem atkartojas ne vairak ka divas reizes.

levérojam, ka 12 skaitli kopa veido 12-11: 2 = 66 starpibas, tam iespéjamas 34 dazadas
vértibas: no 1 Iidz 34. Ja kadu no vertibam starpibas vispar nepienem, tad katrai no parejam
starpibam japaradas tiesi divas reizes. Tapat redzams, ja kadas divas vértibas tiek pienemtas tikai
vienu reizi, tad visas paréjas japienem tiesSi divas reizes. Nav iespéjams, ka tris vértibas tiek
pienemtas tikai vienu reizi, tapat nav iespéjams, ka kada vértiba netiek pienemta un kada cita tiek
pienemta tikai vienu reizi.
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levérosim, ja més katru no tiem (apzimésim ar x) aizstajam ar 36 — x, tad ari Sis jauniegdtais
skaitlu komplekts atbilst visam prasibam: visi skaitli ir intervala [1; 35] un to starpibas ir tiesi tas
pasas. So simetrijas ipasibu izmantosim, lai samazinatu aplikojamo gadijumu skaitu.

levérojam, ka starpibu

e 34 variegit tikai viena veida 34 = 35 — 1;

e 33variegittikai 2 veidos 33 =35—-2 =34 —1;

e 32variegittikai3veidos32 =35—-—3=34—-2=33—-1;

e 31variegittikai4 veidos31 =35—4=34—-3=33-2=32—-1.

Pienemsim, ka $adi 12 skait|i ir atrasti.

Starpibu 34 var iegit tikai no skaitliem 1 un 35, starpibu 33 tikai no skaitlu pariem (2; 35) un
(1; 34). Tas nozimé, ja nav izvéléts 1 vai 35, tad mums nav neviena starpiba 34 un ir lielakais viena
starpiba 33, kas nav iespéjams. Tatad noteikti ir izvéléti abi skaitli 1 un 35. Ja nav izvéléts ne 2, ne
34, tad mums ir viena starpiba 34 un neviena starpiba 33, kas nav iesp&jams. Tatad viens no skaitliem
2 vai 34 noteikti ir izvéléts, augstakminétas simetrijas péc pienemsim, ka tas ir 2. Talak aplukojam
iespéjamos gadijumus.

1. Skaitlis 3 ir izvéléts (kopa ar 35; 1 un 2). Tad 34 noteikti nav izvéléts, citadi mums batu tris
starptbas 1 (35 —34 =3 — 2 = 2 — 1 = 1). Tad 33 noteikti ir izvéléts, citadi mums batu tikai viena
starpiba 34, viena 33 un viena 32 (ko var iegut tikai 3 veidos 35 —3 =34 -2 =33 — 1 = 32).

Ja mums ir izveléti skaitli 1, 2, 3, 33, 35, tad noteikti nav izvéléti 4 un 32, jo citadi mums butu
vairak neka divas starpibas 1. Tas nozimé, ka mumes ir tikai viena starpiba 31 (jo nav ne 2, ne 4, ne
32), kas kopa ar to, ka mums ir tikai viena starpiba 33 un viena starpiba 34 dod pretrunu.

2. Skaitlis 3 nav izvéléts. Tad 34 ir izvéléts, jo pretéja gadijuma mums bitu tikai viena starpiba 32
(ja ne 3, ne 34 nav) viena 33 un viena 34. Tatad mums ir izvéléti skaitli 1, 2, 34, 35, kas nozimg, ka
nav ne 3, ne 33, lai nebutu vairak ka divas starpibas 1. Tas nozimée, ka mums jau ir tikai viena starpiba
34 un tikai viena starpiba 32, kas nozimé, ka visam paréjam starpitbam jabat pienemtam tiesi divreiz.
Tatad 4 un 32 noteikti ir izvéléti, lai varétu iegut divas starpibas 31. No ta, ka mums ir izvéléti 1, 2,
4,32, 34, 35 (un nav 3 un 33) seko, ka mums noteikti nav izvéléti 5, 6, 30 un 31, lai nebitu par daudz
starpibu 1 vai 2. Bet tas savukart nozimée, ka mums nav nevienas starpibas 29 (ko var iegut tikai seSos
veidos: 35 —-6=34—-5=33-4=32—-3=31—-2=30—-1 = 29), kas kopa ar to, ka mums
ir tikai viena starpiba 34 dod pretrunu.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 12 34 15 14 2 1 0 3 0 0 0 4
Videji iegltais punktu skaits 1,52

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pieradijums no pretéja,
2) gadijumu Skirosana.

11. klase

11.1. Atrisinat nevienadibu |||x -2| - 3| — 7| < 5.
1. atrisinajums. Ta ka modula vértiba ir mazaka neka 5, tad
—5<|lx—2|-3]-7<5jeb2 <||x—2| - 3| < 12.
lespéjami divi gadijumi:
1) 2<|x—2]-3<12jeb5 < |x — 2| < 15 un atkal iesp&jami divi gadijumi
a)5<x—2<15jeb7<x <17,
b)-15<x—-2< -5jeb—-13 <x < -3
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2) —12<|x—2|—-3<-2jeb —9<|x—2| <1 un tda k3 modulis ir nenegativs, tad
-1<x—-2<1ljebl<x<3.

2. atrisinajums. Doto nevienadibu var risinat, pakapeniski ziméjot funkciju y = |x — 2|,
y=Ix=2[=3, y=|lx=-2|=-3], y=Illx=2[=-3|=7, y=Illx=2]=3]=7] grafikus,
ievérojot, ka funkcijas

e y=f(x)—a,kura > 0, grafiku ieglst, funkcijas y = f(x) grafiku parbidot paraléli Oy
asij par a vienibam uz leju;

e vy = |f(x)] grafiku ieglst, nemainot to grafika y = f(x) dalu, kur f(x) = 0, un to grafika
dalu, kur f(x) < 0, attélojot simetriski attieciba pret Ox asi.

Rezultata iegist 60. att. doto grafiku. Atbildi nolasa no grafika, atrodot krustpunktus ar taisni
y = 5 un izvéloties tos intervalus, kur grafiks atrodas zem taisnes y = 5.

Lidzartox € (—=13;-3) U (1;3) U (7;17).

y =l =2=3[=7|

y=>5

)
- oW e n o/ - o

-16 -15 -14 -13 12 -11 -10 -8 -8 -¥ -6 -5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4 g 3] 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
60. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 2 4 4 4 4 1 1 8 3 2 2 39
Videji iegltais punktu skaits 7,31

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) nevienadibu ar moduli atrisinasana,
2) gadijumu Skirosana.

11.2. Vienadsanu trijstart ABC no pamata BC viduspunkta H novilkts perpendikuls HE pret sanu malu
AC, punkts O ir nogriezna HE viduspunkts. Pieradit, ka AO 1L BE!

Atrisinajums. Vienadsanu trijstlri mediana, kas vilkta no virsotnes, ir art augstums un bisektrise.
Tapéc AH 1 BC un ¥BAH = <HAC, no ka izriet, ka ABHA~AHEA péc pazimes ¢¢ (skat. 61. att.).
Trijstari BAH novelkam medianu AF. No sakaribam lidzigos trijstiros (AF un AO ir atbilstosas

AF A0

medianas) secinam, ka <FAH = <0AE un e aE Ta ka <FAO = «<FAH + <HAO =

= X0AE + <HAO = XHAE, tad AFOA~AHEA péc pazimes mfm. Tatad <FOA = 90°. Bet
BE||OF, jo FO ir ABHE viduslinija. Tapéc BE L AO.
A

80



Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 12 16 20 0 15 3 0 1 1 0 1 5
Videji iegltais punktu skaits 2,40

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdru lidzibas pazimes,
2) sakaribas lidzigos trijstaros.

11.3. Skaitlus a, b, ¢, d, e sauksim par skaistu piecinieku, ja tiem piemit $adas Tpasibas:

o tieir pieci péc kartas esosi naturali skaitli;
o katrs no tiem dalas ar savu ciparu summu.

Piemeéram, skaists piecinieks ir 6,7, 8, 9, 10.

a) Atrast tadu skaistu piecinieku, kura mazakais skaitlis ir lielaks neka 10.

b) Pieradt, ka eksisté bezgaligi daudz skaistu piecinieku!

Atrisinajums. a) Skaists piecinieks ir, pieméram,

e 27027024 — ciparu summa ir 24; ta ka Sis skaitlis dalas ar 3 (jo ciparu summa dalas ar 3) un 8
(jo pedeéjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8), tad tas dalas ar 24;

e 27027025 — ciparu summa ir 25; ta ka pédéjo divu ciparu veidotais skaitlis dalas ar 25, tad ari
pats skaitlis dalas ar 25;

e 27027026 — ciparu summa ir 26 un 27027026 = 26 - 10392501;

e 27027027 —ciparu summa ir 27 un 27027027 = 27 - 1001001;

e 27027028 — ciparu summa ir 28 un 27027028 = 28 - 965251.

b) Aplikosim skaitlus, ko ieglist no skaitliem 27027024, 27027025, 27027026, 27027027 un

27027028, pirms pédéjiem diviem cipariem ievietojot n nullu grupu:
27027 u 24; 27027 U 25; 27027&._926; 27027 u 27; 27027 U 28

n n n n n
legltie skaitli joprojam ir secigi un ta ka tika pievienotas tikai nulles, tad ciparu summa nemainas,

tas ir, ciparu summas attiecigi ir 24, 25, 26, 27 un 28. Katru no Siem skaitliem var uzrakstit forma
27027 - 10™*2 + x, kur x = 24,25, 26,27, 28. Pamatosim, ka $ie skaitli dalas ar savu ciparu summu

levérojam, ka 27027 - 10™"*2 + x = 27-1001-10%- 10" 1 + x =
=23-33.53.7-11-13-10"1 + x un ka pirmais saskaitamais dalas ar visam iespéjamam x
vértibam, tasir, ar 24, 25, 26, 27 un 28. Ta ka abi saskaitamie dalas ar x, tad ari pats skaitlis dalas ar
x. Ta ka n var bt jebkurs naturals skaitlis, tad skaistu piecinieku ir bezgaligi daudz.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 28 38 6 1 0 0 0 0 0 0 0 1
Videji iegitais punktu skaits 0,39

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skaitlu teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) dalamibas pazimes,
2) pieméra konstruésana un visparinasana.
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11.4. Atrisinat vienadojumu sistému realos skait|os

x3 4+ 4x = 5y
y3 + 4y =5z
z3 + 4z = 5x

Atrisinajums. Dotas sistémas atrisinajumi ir (0; 0;0); (1;1;1) un (—1; —1; —1). Pieradisim, ka citu
atrisinajumu nav. Ta ka vienadojums ir simetrisks attieciba pret mainigo rotaciju, tad nezaudéjot
visparigumu, varam pienemt, ka x > y un x > z. Funkcija f(a) = a3 + 4a ir stingri augosa visa sava
definicijas apgabal3, ka divu augosu funkciju summa (a3 un 4a), tatad, ja x = y, tad no sistémas pirma
un otra vienadojuma iegist, ka x3 + 4x > y3 + 4y jeb 5y > 5z, no ka izriet, ka y > z. Savukart no
y = z tieSi tada pasa veida, izmantojot sistémas otro un treso vienadojumu, iegust, ka z = x. Tatad
x=>y=z=x, no ka izriet, ka x =y = z. levietojot sistémas pirmaja vienadojuma, iegust

x3+4x=5x jeb x3>-—x=0, tatad x; =—1,x, =0, x3 = 1. Parbaude apstiprina, ka
x=y=z=-1,x=y=z=0 un x=y=2z=1 patieSam der ka Sis vienadojumu sistémas
atrisinajumi.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 25 29 9 0 0 1 0 0 1 1 5
Videji iegltais punktu skaits 1,68

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atrisinajumu atrasana,
2) pamatojums, ka citu atrisinajumu nav,
3) funkcijas 1pasibu izmantosSana,
4) izteiksmju novértésana.

11.5. Tris 500 litru mucas atrodas attiecigi 100, 107 un 113 litri Gdens. Viena gajiena atlauts jebkura
muca M pieliet klat no jebkuras citas mucas (kura ir vismaz tikpat daudz Gdens ka muca M) tik daudz
ddens, cik muca M jau atrodas. Vai, veicot $adus gajienus, iespéjams iztuksSot a) vienu mucu, b) divas
mucas?

Atrisinajums. a) Vienu mucu ir iespéjams iztuksot, skat., pieméram, talak dotaja tabula

100 107 113

100 107 + 107 = 214 113 -107 =6
100 + 100 = 200 214 —-100 =114 6

200 114 — 6 =108 6+6=12

200 108 —12 =96 12+ 12 = 24
200—-24 =176 96 24 +24 =48
176 — 48 = 128 96 48 + 48 = 96

128 0 192

b) Pamatosim, ka divas mucas nav iesp&jams iztukSot. levérojam, ka kopéjais Gdens daudzums ir
tatad beigas katra muca esosajam tdens daudzums bitu jadalas ar 5.

Apltukosim patvaligu soli, péc kura tGdens daudzums visas mucas dalas ar 5, simetrijas péc
pienemsim, ka S$aja soll no pirmas mucas Uudens tika parliets otraja, tatad tas bija
(x; v; z) = (x — y; 2y; z) unvisi tris skaitli x — y, 2y un z dalas ar 5. No t3, ka 2y dalas ar 5, izriet,
ka y dalas ar 5 (jo 2 un 5 ir savstarpéji pirmskaitli) un no ta, ka x — y dalas ar 5 un y dalas ar 5, izriet,
ka (x —y) + y = x dalas ar 5. Tatad gan x, gan y, gan z dalas ar 5, tatad, ja péc kada sola visas
mucas tdens daudzums dalas ar 5, tad ari pirms Si sola tas ir dalijies ar 5. Ta ka sakotnéjais Gdens
daudzums ne visas mucas dalas ar 5, tad skaidrs, ka no ta nav iespéjams iegit situaciju, kad visas
mucas udens daudzums dalas ar 5.
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 9 19 6 1 0 10 21 3 2 1 0 2
Videji iegltais punktu skaits 3,28

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) piemeérs, ka iztuksot vienu mucu,
2) pamatojums, ka divas mucas nevar iztuksot,
3) invariantu metode.

12. klase
12.1. Apzimésim a = 2018'8(82018)  — (1g2018)!82018 yn ¢ = (Ig(1g2018))?°18. Aprékinat

. . a—b b—c c—-a _ ,_
izteiksmes — + — + > veértibu!

Atrisinajums. Izmantojot logaritmu ipasibu m!°8m¢ = t, jeglstam, ka
xlgy — 101g(ylgx) — 101gxlgy — ylgx'
tapéc a = 2018!8(182018) = 152018182018 = p (Seit x = 2018 un y = 1g2018). Lidz ar to
a—b b—c c—a a—-c c—a

+ + =0+ + = 0.
c a b a a

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 19 16 3 0 0 0 0 1 0 0 0 13
Vidéji iegitais punktu skaits 4,21

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) logaritmu 1pasibas,
2) ekvivalentu parveidojumu veiksana.

12.2. Uz trijstira ABC malas AB atlikti punkti D un E ta, ka AD = DE = EB, uz malas BC — punkti F
un G ta, ka BF = FG = GC, uz malas AC — punkts H ta, ka 2AH = CH. Nogrieznis DF krusto
nogrieznus EH un EG attiecigi punktos P un R. Pieradit, ka DP = PR = RF.

Atrisinajums. Nogriezni DF un GE ir trijstira BDG medianas (skat. 62. att.). Medianas
krustojoties tiek sadalitas attieciba 2:1, skaitot no virsotnes, tapéc DR = 2RF.

Novelkam BR, tas krusto DG punkta M un AC punkta J. levérojam, ka BM ir trijstira DBG
mediana (jo iet caur medianu krustpunktu). Ta ka trijstari BDG un BAC ir lidzigi péc pazimes m¥m,
tad % = 2% un <BDG = IBAC, tatad DG||AC. Ta ka trijstiri BDM un BA] ir lidzigi péc pazimes £¢,

DG
A] _BA _ AC A] _DM _ 1

tatad — = — = —, no ka varam secinat, ka — = — = -
DM~ BD GD AC GD 2

trijstri AEH un ABJ ir lidzigi péc pazimes m¥#m, tad XAEH = XAB]J un tatad EH||BJ. Péc Talesa

teorémas secinam, ka DP = PR.
Taka DR = 2RF un DP = PR, tad DP = PR = RF.

, tatad BJ ir trijstira BAC mediana. Ta ka
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 4 8 3 12 5 2 0 2 1 1 1 13
Vidéji iegltais punktu skaits 4,50

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) medianu Tpasiba,
2) trijstaru hdzibas pazimes,
3) medianas pazime,
4) Talesa teoréma.

12.3. Atrisinat veselos skaitjos vienadojumu x® + 3x3 + 1 = y*.

Atrisinajums. Der skait|u pari (0; 1) un (0; —1). Pieradisim, ka citu atrisinajumu nav.

Apziméjam x3 = g, tad y* = a? + 3a + 1.

Jaa>1,tada’+2a+1<a?+3a+1<a’?+4a+4, tatadar (a + 1)? < y* < (a + 2)?,
redzams, ka y* (kas ir naturala skait|a kvadrats) atrodas starp divu péc kartas eso3u naturalu skaitju
kvadratiem — pretruna.

Ja a < —4, tad a’+4a+4<a’*+3a+1<a’+2a+1, tatad ari
(a+2)? <y* < (a+ 1)%un, tieditapat ka ieprieks, ieglistam pretrunu, ka y* atrodas starp diviem
péc kartas esosu skaitlu kvadratiem.

Tatad —3<a<0.Takia=x3tada=0vaia =—1.

Jaa=0,tadx = 0, nokd izriet, kay = +1.Jaa = —1, tad x = —1, un iegistam, ka y* = —1,
kam atrisinajuma nav. Tatad dotajam vienadojumam ir tikai divi atrisinajumi (0; 1) un (0; —1).

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 2 9 10 21 4 5 0 0 0 0 0 1
Vidéji iegitais punktu skaits 1,88

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atrisinajumu atrasana,
2) pamatojums, ka citu atrisindjumu nav,
3) izteiksmju novértésana,
4) gadijumu skiroSana.

12.4. Taisnsturis, kura izmeéri ir n X m ratinas, griezot par ratinu linijam, sagriezts 1 X 6 ratinas lielos
taisnstidros. Pieradit, ka n vai m dalas ar 6.
Atrisinajums. Sakotnéjo rutinu laukumu Saha veida izkrasosim 3 X 3 ratinas lielos melnos un
baltos kvadratos (skat. 63. att.).
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63. att. 64. att.

Katrs 1 X 6 rGtinu taisnstiris, neatkarigi no novietojuma laukuma, satur tiesi tris melnas un tris
baltas rutinas. Tatad visi $adi taisnstiri kopa satur vienadu skaitu melno un balto ritinu.

Pamatosim, ja ne n, ne m nedalas ar 6, tad taisnstlrt n X m melno un balto ratinu skaits nav
vienads, tas ir, $adu taisnstlri nevar sagriezt taisnstiros 1 X 6 ritinas. Sadalam taisnsturi slejas, kuru
platums ir 6 ratinas (skat. 64. att.), tajas melno un balto ritinu skaits ir vienads. Labaja pusé noteikti
atliek sleja, kuras platums ir mazaks neka 6 ritinas. So sleju sadalam joslas, kuru augstums ir 6
ratinas, tajas melno un balto ritinu skaits ir vienads. Laba apakséja stri paliek taisnstaris, kura
augstums ir mazaks neka 6 ratinas. Lidz ar to nesadalits paliek taisnstiris a X b, kura malu garumi
var bit no 1 Iidz 5 ratinam. Ta ka taisnstlris ir sagriezts taisnstlros 1 X 6, tad a - b dalas ar 6 un
iespéjami divi gadijumi 2 X 3 vai 4 X 3. Neviena no Siem abiem taisnstlriem melno un balto ritinu
skaits nav vienads (skat. 65. att.). Tatad sakotnéja taisnstlri melno un balto ratinu skaits nav vienads
un to nevar sadalit taisnstiros 1 X 6 rutinas.

X X X O
X X X O
X X X O

65. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 16 18 8 0 1 0 0 1 1 1 4
Vidéji iegtais punktu skaits 2,04

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — kombinatoriska geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) invariantu metode — krasosana,
2) visparigs pieradijums, ka prasitais izpildas.

12.5. Tris mucas attiecigi ir a, b un c litri Gdens, kur a, b, ¢ ir naturali skaitli. Katras mucas tilpums ir
lielaks neka a + b + c litri. Viena gajiena atlauts jebkura muca M pieliet klat no jebkuras citas mucas
(kura ir vismaz tikpat daudz Gdens ka muca M) tik daudz Gdens, cik muca M jau atrodas. Pieradit,
ka, veicot $adus gajienus, vienmeér iespé&jams iztukSot vienu no mucam!

Atrisinajums. Apskatam mucu, kura ir vismazak adens. Paradisim, ka kada no paréjam mucam
ieglt mazak Gdens neka Saja muca. Tad skaidrs, ka, atkartojot So procesu, agrak vai vélak kada no
mucam bus tuksa.

Apziméjam mucas ar A (sakuma taja ir a litri), B (b litri) un C (c litri) un, nezaudéjot visparigumu,
pienemam, ka 0 < a < b < c. Aplikojam mucas A un B.

lzsakam b = a-x + y, kur 0 < y < a, bet x izsakam binara forma:

X = xg+ 2x1 +2%x, + 23x3 + - + 2%,
kur x; irvainu 0, vai 1visiemi =0,1, ..., k.
Veiksim parlieSanas uz mucu A4, izdarot k + 1 gajienu (gajienus numurésim no 0 lidz k):
e jax; =1, tad i-taja gajiena parlejam tdeni no mucas B muca 4;
e jax; =0, tad i-taja gajiena parlejam tGdeni no mucas C muca A.
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Katra gajiena adens daudzums muca A dubultojas un i-taja gajiena muca tiek ielieti 2¢a litri

udens. Ta ka katram naturalam m izpildas nevienadiba 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 2™"1 =

<2m,

tad muca B pietiks Gdens, lai veiktu kartéjo gajienu neatkarigi no t3, cik reizes veikta lieSana no C uz

A.

Pat, ja no B uz A bus javeic tikai viena — pédeja lieSana, no C parlietais ddens daudzums
neparsniedz a(l1+ 2 + 22+ 23 + -+ 2k 1) < a2¥ < b <, titad mucd C pietiks Gdens, lai
veiktu nepiecieSamos gajienus.

Ar aprakstitajiem gajieniem tiks panakts, ka muca B paliek y litri Gdens, bet, ta ka y < a, tad
tagad muca B ir mazak ddens neka sakotnéji bija muca A (tas ir, tagad muca B ir vismazakais tdens
daudzums). Atkartojot lidzigas gajienu virknes, panaksim, ka kada no mucam Gdens vairs nebs.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.

Punkti n 0 1 2 3 4 5 10
Skolénu skaits | 15 35 2 0 0 0 0 0
Vidéji iegltais punktu skaits 0,05

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) vispariga algoritma izstrade,
2) skait]a pieraksts binara forma,
3) geometriskas progresijas pirmo n loceklu summas aprekinasanas formula.
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2018./2019. macibu gads - Latvijas 69. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2019

9. klase

9.1. Lineara funkcija y = (m? — 3m)x + 4m — 4 krusto x asi punkta, kura abscisa ir 2. Atrodi m
vértibas un noskaidro, vai atbilstosa funkcija ir augosa vai dilstosal
Atrisinajums. Dota funkcija krusto x asi punkta (2;0), ievietojot Sis vértibas dotaja funkcija,

iegstam vienadojumu 0 = (m? —3m) -2 + 4m — 4jebm? —m — 2 = 0, kura saknesirm; = —1
un m, = 2. Tatad iesp€jami divi gadijumi:
e jam = —1, tad dota funkcijair y = 4x — 8 un ta ir augosa, jo koeficients pie x ir pozitivs;
e jam = 2,tad dota funkcijairy = —2x + 4 un tair dilsto3a, jo koeficients pie x ir negativs.

Vértesanas kritériji

leglst funkcijas grafika krustpunkta ar x asi koordinatas 1
leglst kvadratvienadojumum? —m —2 =0 1
legust, kam; = —1unm, =2 2
Veértibai m; = —1 ieglst atbilstoSo funkciju y = 4x — 8 un pamato, ka ta ir augosa 3
Veértibai m; = 2 iegust atbilstoSo funkciju y = —2x + 4 un pamato, ka ta ir dilstosa 3

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 11 166 | 60 26 29 106 |17 22 30 17 15 153
Vidéji iegltais punktu skaits 4,45

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums par linearu funkciju ar parametru.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktara, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par parametru,
2) funkcijas grafika un x ass krustpunkta koordinasu aprékinasana,
3) linearas funkcijas 1pasibas.

9.2. Dotas divas melnas, divas sarkanas un divas zalas lodites. Vienas lodites masa ir 99 g, bet tadas
pasas krasas otras lodites masa ir 101 g. Paré€jas Cetras lodites katra sver 100 g. K3, lietojot sviras
svarus bez atsvariem, ar divam svérSanam atrast vieglako lodtti?

1. atrisinajums. Pirmaja svérsana salidzinam vienas sarkanas un vienas melnas lodites masu.
1) Ja svari ir lidzsvara (skat. 66. att.), tad melnas un sarkanas lodites katra sver 100 g, tatad

vieglaka lodite ir zala krasa. Otraja svérsana, salidzinot abas zalas lodites, atrodam vieglako.
100 g 100 g

® @ 999 101g 100g 100g

A z z ® m

66. att.

2) Apskatam gadijumu, kad svari nav lidzsvara. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka
sarkana lodite ir smagaka neka melna. Tad iespéjami divi gadijumi (skat. 67. att.):

e sarkana lodite sver 100 g un melna — 99 g;

e sarkana lodite sver 101 g un melna — 100 g.
Tatad vieglaka lodite ir vai nu ta, kas atrodas uz vieglaka svaru kausa, vai otra no sarkanajam.
Otraja svérsana salidzinot Sis abas lodites (to, kas atrodas uz vieglaka svaru kausa un nesvérto
sarkano loditi), atrodam vieglako. (Piezime. Otraja svérSana var salidzinat ari to loditi, kas
atrodas uz vieglaka svaru kausa ar kadu no zalajam.)
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67. att.

1009

2. atrisinajums. Pirmaja svérsana katra kausa liekam no katras krasas pa vienai loditei (katra svaru
kausa ir 3 lodites). Svari noteikti nebis lidzsvara, jo viens no kausiem saturés vieglo loditi, bet otrs
saturés smago loditi. Tagad atliek tikai uzzinat, kura no loditem vieglaja kausa ir ta, kas sver 99 g.

Otraja svérsana salidzinam jebkuras divas lodites no viegla kausa:

e jasvariirlidzsvara, tad abas lodites sver 100 g un t3, kura netika svérta, ir mekléta lodite,

kas sver 99 g;

e jasvari nav lidzsvara, tad vieglakais kauss ir tas, kurs satur mekléto lodtti.
3. atrisinajums. Pirmaja svérsana viena kausa ieliekam abas zalas lodites un otra ieliekam vienu

melnu un vienu sarkanu lodtti. Jaapskata tris gadijumi.

1) Ja svari ir Iidzsvara, tad tas nozimé, ka zalas lodites ir tas, kuru masas nav 100 g. Otraja

sversana salidzinam zalas lodites, lai atrastu vieglako.

2) Jakauss ar zalajam loditém ir smagaks, tad lodite, kuras masa ir 99 g atrodas vieglakaja kausa
un ir vai nu sarkana, vai melna. Otraja svérSana salidzinam abas melnas lodites:

e jasvariir lidzsvara, tad sarkana lodite, ko izmantojam pirmaja svérsana, sver 99 g;

e jasvarinav lidzsvara, tad vieglaka melna lodite sver 99 g.

3) Ja kauss ar melno un sarkano lodtti ir smagaks, tad taja atrodas lodite, kas sver 101 g. Otraja

svérsana salidzinam abas melnas lodites:

e jasvariirlidzsvara, tad ta sarkana lodite, ko neizmantojam pirmaja svérsana, sver 99 g;
e jasvarinav lidzsvara, tad vieglakaja kausa atrodas vieglaka melna lodite, kas sver 99 g.

Vértésanas kritériji

1. atrisinajums

vieglaks un aprakstita otra svérsana, ka atrast vieglako loditi

Aprakstits vai ilustréts gadijums, kad uz katra svaru kausa atrodas pa vienai 4
loditei dazadas krasas, un svari ir lidzsvara

Aprakstits vai ilustréts gadijums, kad uz katra svaru kausa atrodas pa vienai 6
loditei dazadas krasas, un svari nav lidzsvara

2. atrisinajums

Aprakstita vai ilustréta pirma svérSana, kad uz katra svaru kausa atrodas pa 4
vienai loditei no katras krasas, un pamatots, ka svari noteikti nav lidzsvara

Aprakstita vai ilustréta otra svérsana, kura tiek salidzinatas jebkuras divas lodites 6
no viegla kausa

3. risinajums

Uzrakstits vai ilustréts, ka viena svaru kausa ieliek divas vienas krasas lodites, bet 1
otra — divas dazadu krasu lodites

Aprakstits vai ilustréts gadijums, kad svari ir lidzsvara un aprakstita otra 3
svérsana, ka atrast vieglako loditi

Aprakstits vai ilustréts gadijums, kad kauss ar divam vienadas krasas loditém ir 3
smagaks un aprakstita otra svérsana, ka atrast vieglako lodtti

Aprakstits vai ilustréts gadijums, kad kauss ar divam vienadas krasas loditém ir 3

Apskatiti tikai dazi specialgadijumi vai izmantotas vairak neka divas svérsanas

Ne vairak ka 4
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | O 35 28 30 14 40 12 5 16 22 22 428
Videji iegltais punktu skaits 7,90

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir standartuzdevums par svérSanu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par sviru svariem,
2) algoritma izveidoSana un visu gadijumu apskatiSana.

9.3. Uz kvadrata ABCD malam AB, BC, CD un DA attiecigi atziméti punkti E, F, G, H t3, ka
AE = BF = CG = DH. Kvadrata iekSpusé atlikts patvaligs punkts O. Pieradit, ka
Sacon + Srceo = Seroe + Sprog-

1. atrisinajums. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka kvadrata malas garums ir 1.
Apziméjam AE = BF = CG = DH = x, tad DG = BE = 1 — x. Novelkam nogrieznus OB un OD
(skat. 68. att.).

+ F
B g C
]
- G
1—2
B s
H
A H T D
68. att.

levérojam, ka no punkta O ir novilkti divi perpendikuli attiecigi pret kvadrata paralélajam malam
BC un AD, tatad So perpendikulu (apzimé&jam attiecigi ar hgc un hyp) summa ir attalums starp
paralélajam malam, no ka secinam, ka hg. + hyp = 1. lzmantojot trijstira laukuma aprékinasanas

1 . -
formulu S, = Eaha, ieglstam

1 1 1 1 1
SOBF + SOHD = EBF ' h’BF + EHD ) hHD = Ex - (h’BF + h’HD) = Ex -1 = Ex
Lidzigi aprekinam, ka Sppr + Sopg = %(1 - X).

Tatad

1 1 1
Sproe * Sproc = Sosr t Sonp + Sopr + Sopg = 2% * E(l —x) = 2’
1 1

SAEOH + SFCGO = SABCD - (SBFOE + SDHOG) =1- 2 - 2

Lidz ar to esam plerédeu§l, ka SAEOH + SFCGO = SBFOE + SDHOG'
2. atrisinajums. Novelkam nogrieznus EF, FG, GH un HE (skat. 69. att.). Trijsttri HAE, EBF,
FCG un GDH ir vienadi péc pazimes m#m un to laukumi art ir vienadi, tatad pietiek pieradit, ka

Seor + Scon = Sroc + SHok-
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69. att.

Ta ka trijstari HAE, EBF, FCG un GDH ir vienadi taisnlenka trijstari, tad
EF = FG = GH = HE = a un divu trijstdra Sauro lenku summa ir 90°, tas ir, viens no tiemir a, bet
otrsir (90° — ). Tapéc

IHEF = XEFG = <FGH = ¥GHE = 180° — a — (90° — a) = 90°.

Lidz ar to Cetrsturis EFGH ir kvadrats.

Izmantojot trijstura laukuma aprékinasanas formulu S, = %aha, iegustam, ka
1
2
Lidzigi iegustam, ka Sros + Syor = %az. Tatad esam pieradijusi, ka Sgor + Sgon = Sroc + ShoE,

1 1 1
SEOF+SGOH =§EFhEF+ GH'hGH =§a(hEF+hGH) =Ea2.

un lidz ar to art Sygoy + Skrcco = Seroe + Sproc-
Vértésanas kriteriji

1. atrisinajums
Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais

Uzdevuma minétie Cetrsturi sadaliti trijstiros (piem., novilkti nogrieZni 1

OB un OD v.tml.)

Secinats, ka no punkta O pret kvadrata paralélajam malam novilkto divu 2

perpendikulu summa ir vienada ar kvadrata malas garumu

Ideja, ka var izmantot trijstGra laukuma aprékinasanas formulu 1
1

SA = Eaha

Aprékinati nepiecieSamo trijstlru laukumi, lai iegitu uzdevuma minéto 6

Cetrstlru laukumus

2. atrisinajums

Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais

Novilkti nogriezni EF, FG, GH un HE

Pamatots, ka trijstari HAE, EBF, FCG un GDH ir vienadi
Pamatots, ka Cetrstiris EFGH ir kvadrats

Ideja, ka var izmantot trijstira laukuma aprékinasanas formulu

1
SA = Eaha

N N N =)

Apréekinati nepiecieSamo trijstlru laukumi, lai iegitu uzdevuma minéto 5
Cetrstlru laukumus

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 243 | 116 |76 40 35 21 8 7 15 33 55
Vidéji iegltais punktu skaits 2,62
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdra laukuma aprékinasanas formulas,
2) figlru laukumu izteikSana.

9.4. Kvadrats sastav no n X n ratinam. Rindas sanumurétas no lejas uz augsu ar skaitliem 1; 2; ...; n;
tapat sanumurétas kolonnas no kreisas uz labo pusi. Katra ratina ierakstits vai nu (+1), vai (—1). Ja
rindas un kolonnas numuri ir vienadi, tad visu $aja rinda ierakstito skaitJu reizinajums atskiras no
visu Saja kolonna ierakstito skaitlu reizinajuma. Vai tas ir iespéjams, jaa)n = 7, b) n = 8?

Atrisinajums. a) Né, nav iespéjams. levérojam, ka rinda vai kolonna visu ierakstito skaitju
reizinajums var bat tikai (+1) vai (—1). Apzimésim rindas ierakstito skait|u reizinajumus attiecigi
arry,1y,...,77 un kolonnas ierakstito skaitlu reizinajumus attiecigi ar k4, k5, ..., k. No dota secinam,
ka i-taja rinda un i-taja kolonna ierakstito skaitlu reizinajumi ir attiecigi (+1) un (—1), vai otradi.
Lidzartor; " ky =1, k, =...=1;, -k, = —1, tatad

(rp rpnery) (kg kyoonky) =y k)" ky) . (- ky) = —1.

Tacu Sis reizinajums ir visu tabula ierakstito skaitJu reizinajuma kvadrats — pretruna, jo skaitla
kvadrats ir nenegativs. Tatad kvadrata 7 X 7 nav iespéjams ierakstit skaitlus atbilstoSi uzdevuma
nosacijumiem.

b) J3, ir iespéjams, noteikumiem atbilstoSu skaitlu izvietojumu skat., pieméram, 70. att., kur
tuksajas rutinas ierakstits (+1).

8.—1

7.

6. -1

5.

4. -1

3.

2. -1

1.

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
70. att.
Vértésanas kritériji

Par a) gadijumu (kopa 5 punkti)
Uzrakstits, ka prasitais nav iespéjams 1
Pamatots, ka skaitlus nevar ierakstit atbilstoSi uzdevuma 4
nosacijumiem
Par daZiem piemériem, kuros paradits, ka kvadrata 7 X 7 skait|us Ne vairak ka 1

nevar ierakstit atbilstosi uzdevuma nosacijumiem

Par b) gadijumu (kopa 5 punkti)

Uzrakstits, ka prasitais ir iesp&jams 1
Paradits pareizs skait|u izvietojums kvadrata 8 X 8 4

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 14 206 | 92 52 12 4 35 116 |74 13 6 28
Videji iegutais punktu skaits 3,26
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktudra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSa pieméra atrasana, ja uzdevuma prasitais ir iespéjams,
2) visparigs pieradijums, ja uzdevuma prasitais nav iespéjams,
3) objektu skaitiSana divos dazados veidos.

9.5. Kads mazakais ciparu skaits japieraksta ciparu virknes 3456 beigas, lai iegutu skaitli, kas dalas ar
20197
1. atrisinajums. Mazakais ciparu skaits, kas japieraksta ciparu virknes beigas, ir tris. Pieméram,
skaitlis 3456528 dalas ar 2019 (3456528 = 2019 - 1712).
Pieradisim, ka mazak ka tris ciparus nevar pierakstit dotas ciparu virknes beigas, lai izpilditos

viens cipars.

levérojam, ka 17 - 2019 = 34323 < 3456x un 18-2019 = 36342 > 3456x, kur x — cipars.
Lidz ar to ar viena cipara pievieno$anu nevar izveidot skaitli, kas dalas ar 2019.

Lidzigi 171 - 2019 = 345249 < 3456xy un 172 -2019 = 347268 > 3456xy, kur x un y —
cipari. Lidz ar to ar divu ciparu pievienoSanu nevar izveidot skaitli, kas dalas ar 2019.

Tatad esam pieradijusi, ka japievieno vismaz tris cipari.

2. atrisinajums. Mazakais ciparu skaits, kas japieraksta ciparu virknes beigas, ir tris. Pieméram,
skaitlis 3456528 dalas ar 2019 (3456528 = 2019 - 1712).

Pieradisim, ka mazak ka tris ciparus nevar pierakstit dotas ciparu virknes beigas, lai izpilditos

viens cipars.

levérojam, ka 3456x = 34560 + x = 17 - 2019 + 237 + x, kur x —cipars. Taka 17 - 2019 dalas
ar 2019, tad, lai 3456x dalitos ar 2019, ari (237 + x) jadalas ar 2019, bet tas nav iesp&jams, jo x ir
cipars. Lidz ar to ar viena cipara pievienoSanu nevar izveidot skaitli, kas dalas ar 2019.

Lidzigi apskatam skaitli 3456xy = 345600 + xy = 171 - 2019 + 351 + Xy, kur x un y — cipari.
Taka 171 - 2019 dalas ar 2019, tad, lai 3456xy dalitos ar 2019, ari (351 + Xy) jadalas ar 2019, bet
tas nav iespéjams, jo Xy ir divciparu skaitlis. Lidz ar to ar divu ciparu pievienoSanu nevar izveidot
skaitli, kas dalas ar 2019.

Piezime. Atrast mekléto skaitli palidz lidzigi spriedumi, tas ir, 3456000 = 1711 - 2019 + 1491
un 1491 + 528 = 2019.

Vértésanas kritériji

Paradits pareizs piemérs, kur dotajai ciparu virknei beigas pievienoti tris cipari 4
(2 punkti), un pamatots, ka iegttais skaitlis dalas ar 2019 (2 punkti)

Pamatots, ka ar viena cipara pievienoSanu nepietiek 3
Pamatots, ka ar divu ciparu pievienosanu nepietiek 3

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 26 357 |42 31 18 87 13 19 11 12 7 29
Videji iegitais punktu skaits 1,93

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skaitlu teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktadra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) skaitla pieraksts,
2) reizinasana un dalisana.
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10. klase

10.1. Kvadratfunkcija y = x2 + (m? + 3m)x + m — 1 krusto x asi punkta, kura abscisa ir 1. Kada var
bt m vértiba? Atrast otru parabolas krustpunktu ar x asi!

Atrisinajums. Dota funkcija krusto x asi punkta (1;0), lidz ar to, ievietojot Sis vértibas dotaja

funkcija, iegistam vienadojumu 0 =1+m?+3m+m—1 jeb m? + 4m = 0, kura saknes ir

my, = 0 unm, = —4. Tatad iespé&jami divi gadijumi:
e jam = 0, tad dota funkcija ir y = x? — 1 un tas otrs krustpunkts ar x asi ir (—1; 0);
e jam = —4,tad dota funkcija ir y = x% + 4x — 5 un tas otrs krustpunkts ar x asi ir (—5; 0).

Vértésanas kriteriji

leglst funkcijas grafika krustpunkta ar x asi koordinatas 1
leglst kvadratvienadojumu m? + 4m = 0 1
legust, kam; = Qunm, = —4 2
Vértibai m; = 0 iegist atbilsto3o funkciju y = x2 — 1 un atrod otru 3
krustpunktu ar x asi

Vértibai m; = —4 iegist atbilsto$o funkciju y = x? + 4x — 5 un atrod 3
otru krustpunktu ar x asi

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 6 62 27 14 22 31 27 55 53 116 |17 153
Videji iegltais punktu skaits 6,40

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums par kvadratfunkciju ar parametru.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par parametru,
2) funkcijas grafika un x ass krustpunkta koordinasu aprékinasana,
3) kvadratfunkcijas Tpasibas.

10.2. Dotas 6 péc ar€ja izskata vienadas monétas. Trim no tam masa katrai ir 50 g, bet paréjam trim —
katrai 51 g. K3, lietojot sviras svarus bez atsvariem, ar divam svérSanam atrast vienu monétu, kuras
masa ir 51 g?

1. atrisinajums. Pirmaja svérSana uz katra svaru kausa uzliekam pa 3 monétam. lespéjami divi
gadijumi:

(A) uz viena svaru kausa ir tris smagakas (masa 51 g) monétas, bet uz otra —tris vieglakas (masa 50 g)
moneétas; (B) uz viena svaru kausa ir divas smagakas un viena vieglaka monéta, bet uz otra — viena
smagaka un divas vieglakas monétas (skat. 71. att.).

Abos gadijumos viens svaru kauss nosveras uz leju. Nemam tas tris moneétas, kas atrodas uz ta svaru
kausa, kas nosveras uz leju. Uzliekam divas no Sim tris monétam pa vienai uz katra svaru kausa.

e Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad uz abiem svaru kausiem uzliktas smagakas monétas — prasitais
izpildits, esam atradusi pat divas monetas, kuru masa ir 51 g.

e Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad smagaka monéta atrodas uz ta svaru kausa, kas nosveras uz leju
— prasitais izpildits, esam atradusi monétu, kuras masa ir 51 g.

Tatad, izmantojot divas svérsanas, ir atrasta vismaz viena monéta, kuras masa ir 51 g, un prasitais ir
izpildits.
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71. att.

2. atrisinajums. Pirmaja svérs$ana uz katra svaru kausa uzliekam pa 2 monétam.
e Jasvaru kausi ir lidzsvara, tad uz katra svaru kausa uzlikts pa vienai smagajai (51 g) monétai
(skat. 72. att.). Otraja svérSana izvélamies divas monétas, kas atrodas uz viena svaru kausa
un salidzinam sava starpa, lai atrastu smagako monétu.

O® (O0)
A

72. att.

e Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad iespéjami tris gadijumi (skat. 73. att.):

(A) uz smagaka svaru kausa uzliktas divas smagas moneétas, bet uz otra kausa —divas vieglas;
(B) uz smagaka svaru kausa uzliktas divas smagas monétas, bet uz otra kausa viena smaga
un viena viegla;
(C) uz smagaka svaru kausa uzlikta viena smaga monéta un viena viegla, bet uz otra svaru
kausa — divas vieglas monétas.
Otraja svérSana izvélamies divas monétas, kas atrodas uz smagaka svaru kausa, un
salidzinam sava starpa (no tam vismaz viena ir monéta, kuras masa ir 51 g):

e jasvariirlidzsvara, tad esam atradusi divas monétas, kuru masa ir 51 g;

e jasvari nav [idzsvara, tad smagaka (51 g) monéta ir ta, kas atrodas uz svaru kausa, kas

nosveras uz leju.

eV 00
o) ©@ 2@ ©@
" 73, att. o
Vértésanas kritériji
1. atrisinajums
Aprakstita vai ilustréta pirma svérsana, kad uz katra svaru kausa atrodas pa tris 4
monétam un pamatots, ka svari noteikti nav lidzsvara
Aprakstita vai ilustréta otra svérSana, ka atrast vienu no smagakajam monétam 6
2. atrisinajums
Aprakstits vai ilustréts gadijums, kur uz katra svaru kausa atrodas pa divam 4
monétam, un svaru kausi ir lidzsvara
Aprakstits vai ilustréts gadijums, kur uz katra svaru kausa atrodas pa divam 6
monétam, un svaru kausi nav lidzsvara
Apskatiti tikai daZi specialgadijumi vai izmantotas vairak neka divas svérSanas Ne vairak ka 4
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 23 7 13 9 14 10 13 15 48 24 405

Videji iegltais punktu skaits 8,60

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir standartuzdevums par svérsanu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par sviru svariem,
2) algoritma izveidoSana un visu gadijumu apskatisana.
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10.3. Plakné dotas divas rinka linijas w; un w,, kuram nav kopigu punktu un kuru radiusi nav vienada
garuma. Novilktas tris pieskares t;, t, un t3, kas katra pieskaras abam rinka linijam — abas rinka
[Tnijas atrodas viena un taja pasa t; pusé, viena un taja pasa t, puse, bet katra sava t; pusé (skat. 74.
att.). Taisne t; pieskaras w; punkta A un krusto t; punkta C, taisne t, pieskaras w, punkta B un
krusto t; punkta D. Pieradit, ka AC = BD.

74. att.

Atrisinajums. Ar E, F, G un H apzZiméjam paréjos pieskarSanas punktus (skat. 75. att.). Ta ka
pieskaru, kas vilktas no viena punkta, nogriezni ir vienadi, tad ieglstam vienadibas: AC = CE,
CH = CG,DH = DB, DE = DF.

Tatad

o FB=FD+ DB =DE+ DB =(EH+ HD)+ DB =EH + 2DB jeb BD =%(FB—EH),

o AG=AC+CG=AC+CH=AC+ (CE+EH)=2AC+EH jeb AC =%(AG—EH).

Ar X apziméjam pieskaru t; un t, krustpunktu, tad XG = XB un XA = XF. Lidz ar to AG = FB,
no ka izriet, ka AC = BD.

Vértésanas kriteriji

Pamana, ka AC = CE,CH = CG,DH = DB, DE = DF 2
leglst, ka AG = FB 2
Izsaka AC (3 punkti) un BD (3 punkti), izmantojot vienada garuma 6
nogrieznus

Tikai par ideju, ka jaizmanto pieskaru nogrieznu vienadiba 1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 25 252 | 80 76 21 23 11 9 5 5 1 75
Videji iegltais punktu skaits 2,38

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktidra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pieskaru nogrieznu ipasiba,

2) nogrieznu garumu izteikSana.
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10.4. Doti 2019 reali skaitli ar 1pasibu, ka jebkuru 1010 skaitju summa ir lielaka neka atlikuso 1009
skaitlu summa. Pieradit, ka visi dotie skaitli ir pozitivi!

Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka kads no dotajiem skaitliem x ir negativs vai 0, tas ir, x < 0.
AtlikuSos 2018 skaitJus sadalam divas grupas A un B katra pa 1009 skaitliem. Grupas A un B skait|u
summu attiecigi apziméjam ar S, un Sp. Péc dota vienlaicigi ir speka divas nevienadibas
S4 +x > SpunSp + x > S,. Saskaitot Sis nevienadibas, iegustam S, + Sg + 2x > S, + Sp.

Lidz ar to 2x > 0 jeb x > 0. Esam ieguvusi pretrunu ar pienémumu, ka x < 0. Tatad visi dotie
skaitli ir pozitivi.

Vértésanas kriteriji

Par ideju, ka jasadala skaitli divas péc apjoma vienadas grupas A un B 1
un viens atlikusais skaitlis x neietilpst neviena no tam
Secina, ka Sy +x > SgpunSg +x > 5y 4
Pamato, ka visix > 0 5
Parbaudits tikai viens vai daZi pieméri nevis pieradits visparigais Ne vairak
gadijums ka1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 33 314 | 136 |26 4 6 4 5 7 10 4 34
Vidéji iegltais punktu skaits 1,42

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) pieradijums no pretéja,
2) saskaitamo un summas novértésana.

10.5. Atrast visus pirmskaitlu parus (m; n), kuriem 20m + 18n = 2018.
Atrisinajums. Dalam abas dota vienadojuma puses ar 2 un parveidojam iegtto vienadojumu:
10m + 9n = 1009;
1000 —10m =9n - 9;
10(100 —m) = 9(n — 1).
levérojam, ka iegutas vienadibas labas puses izteiksme ir pozitiva, tatad ari (100 — m) jabut
pozitivam. Ta ka 10 un 9 ir savstarpéji pirmskaitli, tad (100 — m) ir jadalas ar 9. lesp€jamas m
vértibas varétu but 1, 10, 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82 un 91, no kuram derigas ir tikai 19, 37 un 73,
jo tie ir pirmskaitli. Atrodam atbilsto$as n vértibas:
e jam=19,tad10-81 =9(n—1) jebn = 91 (neder, jo nav pirmskaitlis),
e jam=37,tad10-63 =9(n—1) jebn = 71 (pirmskaitlis),
e jam=73,tad10-27 =9(n— 1) jebn = 31 (pirmskaitlis).
Tatad dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi: m = 37, n=71unm =73,n = 31.

Veértésanas kriteériji

Vienadojums parveidots forma 10(100 —m) = 9(n — 1) 2
Secina, ka (100 — m) dalas ar 9 2
Atrod derigas m veértibas, kas ir pirmskaitli 3
Atrod atbilstosas n vértibas 3
Veikta pilna parlase, parbaudot visus pirmskaitlus m, kas mazaki neka 101 10
Uzrakstita tikai pareiza atbilde 2
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Skolenu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 11 103 |43 35 27 17 30 34 62 97 78 46
Videji iegltais punktu skaits 5,22

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Uzdevums par vienadojumiem veselos skait|os.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktidra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) sadalisana reizinatajos,
2) pirmskaitla definicija,
3) visu derigo gadijumu apskatiSana.

11. klase

11.1. Vai var gadtties, ka 76. att. ir doti funkcijuy = ax? + bx + ¢,y =cx?+bx+auny =bx +c
grafiki? (Funkciju grafiki nav ziméti méroga.)
y

76. att.

Atrisinajums. N&, nevar.

Funkcijas y = bx + c grafiks ir taisne. levérojam, ka ta ir dilsto3a funkcija un taisne krusto y asi
punkta, kura ordinatas vértiba ir pozitiva, tad b < 0.

Apskatam funkciju y = ax? + bx + c. Ta ka doto parabolu zari ir vérsti uz augu un krustpunktu
ar y asi ordinatas veértiba ir pozitiva, tad a > 0. Aprékinam Sis parabolas virsotnes abscisas vértibu

X, = —%. Ta ka virsotne atrodas tresaja kvadranta, tad x;,, < 0 un, nemot véra, ka a > 0, secinam,
ka b > 0. Esam ieguvusi pretrunu ar to, ka b < 0 (lineara funkcija dilstosa), tatad 76. att. nevar bt
doti funkcijuy = ax? + bx + ¢,y = cx? + bx + a un y = bx + c grafiki.
Vértésanas kritériji
No funkcijas y = bx + c un tai atbilstosa grafika iegtst, ka b < 0 2
No funkcijas y = ax? + bx + c un tai atbilsto3a grafika iegist, ka a > 0 6

un pamato, kab > 0
Secina, ka nav attéloti doto funkciju grafiki 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 4 72 44 63 27 37 22 11 14 40 34 131
Videji iegitais punktu skaits 5,27

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums par funkciju ar parametru.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par parametra ietekmi uz funkcijas grafiku,
2) linearas funkcijas un kvadratfunkcijas 1pasibas.
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11.2. Saha kluba ir 13 $ahisti. Visu vinu spéles prasme ir atskiriga un partija vienmér uzvar spécigakais.
a) K3, izspélejot 12 partijas, noskaidrot pasu labako Sahistu Saja kluba? b) K3, izspélejot 15 partijas,
noskaidrot gan pasu labako, gan otru labako Sahistu saja kluba?

Atrisinajums. a) Izvélamies divus Sahistus un noskaidrojam labako. Pirmas partijas uzvarétajs
spélé ar kadu vél nespél&jusu $ahistu. Sis partijas uzvarétajs spélé ar nakamo vél nespéléjudo $ahistu.
Ta turpina — katras partijas labakais spélétajs sacensas talak, kameér katrs Sahists ir izspéléjis vismaz
vienu partiju. Peédéjas partijas uzvarétajs ir labakais $aja kluba. Ta ka ir 12 zaudétaji, tad kopa tika
izspélétas 12 partijas.

b) Sakuma izveidojam 6 Sahistu parus (skat. 77. att.) un katra pari noskaidrojam labako Sahistu
(6 partijas). Tad Sos sesus labakos Sahistus sadalam tris paros un katra no Siem pariem noskaidrojam
labako Sahistu (3 partijas). Pirmos divus no atrastajiem tris labakajiem Sahistiem salidzinam sava
starpa un noskaidrojam labako (1 partija), bet treSo no tiem salidzinam ar to Sahistu, kas lidz Sim nav
piedalijies neviena Saha partija un noskaidrojam labako (1 partija). Visbeidzot labakie Sahisti no
pédéjam divam Saha partijam sacensas sava starpa (1 partija). Tatad, izspéléjot 6 +3 + 1+ 1 +
1 = 12 saha partijas, ir noskaidrots pats labakais Sahists Saja kluba. leprieks paradijam, ka, izspéléjot
12 partijas, var noskaidrot uzvarétaju Saja kluba. Otrs labakais Sahists mekléjams tikai un vienigi no
tiem 4 Sahistiem, kas spéléjusi ar uzvarétaju un tam zaudéjusi. Labakais no Siem Cetriem Sahistiem
atrodams, izspél€jot vél 3 partijas, pieméram, salidzinam divus Sahistus (1 partija), labakais no tiem
spélé ar nakamo (1 partija), labakais Sahists $aja partija spélé ar nakamo Sahistu (1 partija). Tas
nozime, ka ar
12 + 3 = 15 Saha partijam var atrast pasu labako un otro labako Sahistu.

Piezime. b) gadijuma aprakstitais plans reizé ir atrisinajums gan a), gan b) gadijumam. Rikojoties
péc a) gadijuma aprakstita plana, nav iespéjams, izspél€jot 15 partijas, atrast art otru labako $ahistu.

12.p

77. att.

Vértésanas kritériji
Par a) gadijumu (kopa 5 punkti) 5
Par b) gadijumu, kas reizé ir atrisinajums ari a) gadijumam (kopa 10 punkti)
Aprakstita vai uzziméta “olimpiska shema”, ka atrast labako Sahistu 5
Secinats, ka otrs labakais Sahists mekléjams tikai un vienigi no tiem 4 1
Sahistiem, kas spéléjusi ar uzvarétaju un tam zaudejusi.
Aprakstits vai uzzimeéts, ka no Siem Cetriem Sahistiem atrast labako, izspélejot 4
3 partijas
Apskatiti tikai dazi specialgadijumi vai prasitais noskaidrots, bet izmantotas Ne vairak ka 4
vairak partijas neka uzdevuma prasits

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 12 7 4 5 10 153 | 42 25 30 21 189
Videji iegltais punktu skaits 7,19

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir standartuzdevums par turniriem/svérsanu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par turniru un ta norisi,
2) algoritma izveidoSana un visu gadijumu apskatiSana.
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11.3. Divas rinka linijas w, (ar centru punkta 0;) un w, (ar centru punkta 0,) krustojas punkta A. Taisne
0,4 krusto w, punkta B,, bet w; —punkta C;. Taisne 0,4 krusto w; punkta B4, bet w, — punkta C,
(skat. 78. att.). Pieradit, ka <B,B,A = ¥C,(C; A.

B,

B,

0, Os
C &

W
78. att.

1. atrisinajums. Ta ka «C;B;A = ¥C,B,A = 90° (ka ievilktie lenki, kas balstas uz diametru) un
4B, AC, = 4B,AC, (ka krustlenki), tad AAB;Ci~AAB,C, péc pazimes £ un 22 =2 Ta ka
2 2
AB _ A

T A—Cl un ¥<B;AB, = «<C,AC, ka krustlenki, tad AB;AB,~AC,AC, péc pazimes m¥m. Tatad
2 2

4B,B;A = «(,(; A ka atbilstoSie lenki lidzigos trijsturos.
2. atrisinajums. Ta ka ¥C;B;A = «(C,B,A = 90° ka ievilktie lenki, kas balstas uz diametru, tad
ap Cetrsturi B;B,C,Cy var apvilkt rinka liniju (skat. 79. att.). Lidz ar to «B,B,(C, = ¥C,(,B, ka

ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku B,C,. Tatad ¥B,B;A = «C,C;A.
By

(o) nCy
\ w1 /
\“ 5 ’1'
79. att
Vértésanas kriteriji
Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais 0
1. atrisinajums
Ziméjuma novilkti nogriezni B;C; un B,C, 1
Pamato, ka AAB,C;~AAB,C, 4
Pamato, ka AB;AB,~AC,AC, 4
No ldzigiem trijstiriem secina, ka ¥<B,B;A = «<C,C,A 1
2. atrisinajums
Ziméjuma novilkti nogriezni B,;C; un B,C, 1
Pamato, ka «C;B;A = ¥C,B,A = 90° 2
Pamato, ka ap Cetrsturi B;B,C,C; var apvilkt rinka Iiniju 5
No ievilktajiem lenkiem secina, ka <B,B;A = <C,C;A 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 18 177 | 80 36 29 12 23 7 6 15 12 84
Vidéji iegltais punktu skaits 3,23
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktudra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) ievilkto lenku 1pasiba,
2) trijstaru hdzibas pazimes,
3) apgriezta teoréma par ievilktajiem lenkiem — ja cetrstiri ABCD ir spéka vienadiba
LABD = XACD, tad ap Cetrstlri var apvilkt rinka lTniju.

11.4. Pieradit, ka nevienadiba %(a +1)? +§(b +1)2>2(a+1)(b+1) ir spéka visiem realiem
pozitiviem skaitliem a un b.
1. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad abas nevienadibas puses drikst reizinat ar ab.
leglistam pieradamajai nevienadibai ekvivalentu nevienadibu
a’(a+1)?+ b%(b + 1)? = 2a(a + 1)b(b + 1);
a’(a+1)?—-2a(a+1)b(b+1)+b*(b+1)?>=0.
Ekvivalenti parveidojam Sis nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
(a(a+1)" - 2ala+ Dbb +1) + (b(b + 1)) = 0;
(a(a+1) - b +1))* = 0.
Reala skaitla kvadrats ir vienmeér ir nenegativs. Lidz ar to ieglta patiesa nevienadiba un ari dota
nevienadiba ir patiesa, jo tika veikti tikai ekvivalenti parveidojumi.
2. atrisinajums. Dota nevienadiba ir ekvivalenta nevienadibai

a b
E(a+1)2+5(b+1)2_2(a+1)(b+1) > 0.

levérojot, ka a un b ir pozitivi skaitli, ekvivalenti parveidojam Sis nevienadibas kreisas puses

izteiksmi:
2

(\/%) (a+1)2+\/§ b+1)?=-2(a+1Db+1)=0;

2

(\/%(a+1)> —2\/%(a+1)j§(b+1)+ \/é(b+1) > 0;

2

\/E(a+1)—ﬁ(b+1) > 0.
b a -

Reala skaitla kvadrats ir vienmeér ir nenegativs. Lidz ar to ieglita patiesa nevienadiba un ari dota
nevienadiba ir patiesa, jo tika veikti tikai ekvivalenti parveidojumi.

3. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad dotas nevienadibas kreisas puses izteiksmi var
novertéet, izmantojot nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un videjo geometrisko:

E(a+1)2+é(b+1)2 22-\/g(a+1)2-9(b+1)2 =2(a+ 1)+ 1),
b a b a

kas ari bija japierada.
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Vértesanas kriteriji

1,, 2. atrisinajums

Abas nevienadibas puses reizina ar ab > 0 vai parraksta izteiksmes, izmatojot 2
kvadratsaknes, ievérojot, ka a,b > 0
Atdalits pilnais kvadrats 7

Secinajums, ka dota nevienadiba ir patiesa
Ideja, ka var izmantot formulu x2 — 2xy + y? = (x — y)?
3. atrisinajums

Izmantota nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko un 10
iegUts vajadzigais
Ideja, ka var izmantot sakaribu starp videjo aritmeétisko un vidéjo geometrisko 1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 15 126 | 45 82 19 23 4 6 2 18 27 132
Videji iegltais punktu skaits 4,41

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums par nevienadibu pieradisanu, atdalot pilno kvadratu (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizinasanas formulu a? + 2ab + b? = (a + b)?,
2) izteiksmes novértésana.

11.5. Atrast visus pirmskaitlu parus (m; n), kuriem 20m + 19n = 2019.

1. atrisinajums. Parveidojam doto vienadojumu

2000 — 20m = 19n — 19;
20(100 —m) =19(n—1).

levérojam, ka iegutas vienadibas labas puses izteiksme ir pozitiva, tatad ari (100 — m) jabut
pozitivam. Ta ka 20 un 19 ir savstarpéji pirmskaitli, tad (100 — m) ir jadalas ar 19. lespéjamas m
vértibas varétu bat 5, 24, 43, 62 un 81, no kuram derigas ir tikai 5 un 43, jo tie ir pirmskait)i. Atrodam
atbilstosas n vertibas:

e jam=5,tad20-95 =19(n—1) jebn = 101 (pirmskaitlis),
e jam=43,tad 20-57 = 19(n — 1) jeb n = 61 (pirmskaitlis).

Tatad dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi: m = 5,n = 101 unm = 43,n = 61.

2. atrisinajums. Apskatisim doto vienadojumu péc modula 19.

Ta ka 20m=1-m=m (mod 19), 19n = 0 (mod 19) un 2019 = 5 (mod 19), tad, lai bitu
vienadiba, jaizpildas nosacijumam m =5 (mod 19). levérojot, ka 20-101 = 2020 > 2019,
secinam, ka m < 101. Tatad derigas m vértibas ir pirmskaitli, kas mazaki neka 101, un, dalot ar 19,
dod atlikumu 5. Sadas vértibas ir tikai divas m = 5 un m = 43. Atrodam atbilsto$as n vértibas:

e jam=5,tad20-95 =19(n—1) jebn = 101 (pirmskaitlis),
e jam=43,tad 20-57 = 19(n — 1) jeb n = 61 (pirmskaitlis).
Tatad dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi: m = 5,n = 101 unm = 43,n = 61.
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Vértesanas kriteriji

1. atrisinajums

Vienadojums parveidots forma 20(100 —m) = 19(n — 1) 3
Secina, ka (100 — m) dalas ar 19 2
Atrod derigas m vertibas, kas ir pirmskaitli 3
Atrod atbilstosas n vértibas 2
2. atrisinajums

Apskata doto vienadojumu péc modula 19 un secina, kam = 5 (mod 19) 5
Atrod derigas m vértibas, kas ir pirmskaitli 3
Atrod atbilstoSas n vértibas 2
Veikta pilna parlase, parbaudot visus pirmskaitjus m, kas mazaki neka 101 10
Uzrakstita tikai pareiza atbilde 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 12 94 44 22 17 8 32 24 32 44 65 105
Vidéji iegltais punktu skaits 5,52

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Uzdevums par vienadojumiem veselos skait|os.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) sadal$ana reizinatajos,
2) pirmskait]a definicija,
3) visu derigo gadijumu apskatisana.

12. klase

12.1. Urna atrodas 66 baltas un nezinams skaits melnu lodiSu. Ja uz labu laimi tiek izvilktas divas lodttes,
tad varbdtiba, ka abas lodites bis viena krasa, sakrit ar varbitibu, ka lodites bls dazadas krasas. Cik
melno lodiSu atrodas urna?

Atrisinajums. Ta ka varbutiba, ka abas lodites bis viena krasa, sakrit ar varbitibu, ka lodites bus

S= 4= o= = | - - o S =
dazadas krasas, tad abas varbatibas ir e Varbutibu, ka abas lodites bus viena krasa, aprékinasim

. . k . - . . - . .
izmantojot formulu P(A) = = kur k ir labvéligo notikumu skaits un n ir visu notikumu kopskaits.

Ar m apziméjam melno lodisu skaitu. Tad labvéligo notikumu (abas lodites ir viena krasa) skaits

ir 66 - 65 + m(m — 1) un visu notikumu kopskaits (iznemtas divas lodites) ir (66 + m)(65 + m).
Lidz ar to varbatiba, ka abas izvilktas lodttes ir vienada krasa, ir M.
(66+m)(65+m)
Lai iegutu melno lodisu skaitu, jaatrisina vienadojums
mim—1)+66-65 1
(66 + m)(65+m) 2
Reizinam abas vienadojuma puses ar 2(66 + m)(65 + m) > 0, ieglstam
2m? —2m+ 26665 = 6665+ 131m + m?;
m? —133m + 66 - 65 = 0.
St vienadojuma saknes ir m; = 78 un m, = 55. Tatad urna atrodas 78 vai 55 melnas lodites.
Piezime. Varbutibu, ka abas iznemtas lodites ir viena krasa, var ari aprékinat, izmantojot
notikumu summas varbutibu, tas ir, ja notikumi A un B ir nesavienojami, tad
P(AUB) = P(A) + P(B), kur A — abas iznemtas lodites ir baltas un B — abas iznemtas lodites ir

melnas. Aprékinam varbatibu P(A). Ar m apziméjam melno lodiSu skaitu. Varbatiba, ka pirma
66

66+m
Tatad varbutiba, ka abas izvilktas lodites ir baltas, ir P(4) =

un varbtiba, ka otra izvilkta lodite art ir balta (ja pirma bija balta), ir
6665
(66+m)(65+m)’

izvilkta lodtte ir balta, ir
66—1
66+m—1"

Lidzigi iegustam,
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m(m-1)

(66+m)(65+m)”
m(m-1) 66-65

(66+m)(65+m) = (66+m)(65+m)’

ka varbatiba, ka abas izvilktas lodites ir melnas, ir P(B) = Lidz ar to varbutiba, ka abas

izvilktas lodttes ir vienada krasa, ir

Vértésanas kritéeriji

. L o _ R 1
Secina, ka varbitiba, ka abas izvilktas lodites bis viena krasa, ir vienada ar 3 1

_ C =y m(m-1)+6665 _ 1 5
legist vienadojumu Gormyestm) — 2

Atrisina ieguto vienadojumu 4

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Skaidrojums par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 10
Skolénu skaits | 7 169 |92 47 22 22 7 18 71
Vidéji iegltais punktu skaits 2,81

Matematikas apaksSnozare — algebra.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) klasiska varbatibu apréekinasanas formula,

2) vienadojuma sastadiSana un atrisinasana.

12.2. Brigita ir iedomajusies naturalu skaitli, kas neparsniedz 60. Indra drikst Brigitai uzdot jautajumus,

uz kuriem atbilde ir “ja” vai “né”. Ka, uzdodot seSus jautajumus, Indra noteikti var uzzinat Brigitas
iedomato skaitli?

1. atrisinajums. Indra domas sadala skaitlus divos vienada apjoma intervalos: [1; 30] un [31; 60].
Pirmais jautajums: “Vai iedomatais skaitlis pieder intervalam [1; 30]?”

e Ja atbilde uz pirmo jautajumu ir “ja”, tad nakamais jautajums jauzdod par divreiz mazaku
intervalu neka tas, par kuru jau zinams, ka taja atrodas iedomatais skaitlis, tas ir, “Vai iedomatais
skaitlis pieder intervalam [1; 15]?”

e Ja atbilde uz pirmo jautajumu ir “né”, tad iedomatais skaitlis atrodas intervala [31; 60] un
nakamais jautajums bitu jauzdod par divreiz mazaku intervalu [31; 45].

Lidzigi Indrai jarikojas art turpmakajos jautajumos, tas ir, atkariba no atbildes vienmér jaapliko
tas intervals, kas satur iedomato skaitli, un Sis intervals jasadala divos péc apjoma vienados
intervalos (katra no abiem intervaliem ir vai nu n skaitli, vai ari viena ir n, bet otra n + 1 skaitlis).
(Skat., pieméram, 80. att., kura paradits, kada apjoma intervalos notiek dalisana.)

Sadi rikojoties, ar se$iem jautajumiem Indra noteikti var uzzinat Brigitas iedomato skaitli.

Piezime. Atrisinajums balstits uz “skaldi un valdi” algoritmu.

2. atrisinajums. Ta ka Brigitas iedomatais skaitlis neparsniedz 60, tad to binaraja skaitiSanas
sistéma var uzrakstit izmantojot ne vairak ka 6 ciparus. Indrai jauzdod jautajums par katru skaitla
Ciparu:

1. jautajums — Vai skaitla pirmais cipars binaraja skaitiSanas sistema ir 1?

2. jautajums — Vai skaitla otrais cipars binaraja skaitiSanas sistéma ir 1?

6. jautajums — Vai skaitla sestais cipars binaraja skaitiSanas sistéma ir 1?
Ta ka skaitla binaraja pieraksta tiek izmantoti tikai cipari 0 un 1, tad sadi rikojoties, ar seSiem
jautajumiem Indra noteikti var uzzinat Brigitas iedomato skaitli.
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—
1. jautajums 30/ 30
2. jautajums 15|15
3. jautajums 8 7
4. jautajums 4 4 3 4
5. jautajums 2 2 2 1
6. jautajums | 1 1 1 1
o
80. att.
Vértésanas kritéeriji
1. atrisinajums
Ideja, ka viena jautajuma skaitli jasadala divas (péc iespéjas) vienada 1
apjoma grupas
Aprakstits vai attélots, ka var uzzinat iedomato skaitli 9
2. atrisinajums
Ideja, ka var izmantot skaitla binaro pierakstu 1
Aprakstits, ka var uzzinat iedomato skaitli 9
Apskatiti tikai dazi specialgadijumi vai prasitais noskaidrots, bet izmantoti Ne
vairak neka 6 jautajumi vairak ka 4

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 56 26 26 17 25 15 20 15 33 34 197
Videji iegltais punktu skaits 6,61

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevums ir standartuzdevums par algoritmu “skaldi un valdi” (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) algoritma izveidoSana,
2) visu gadijumu apskatisana.

12.3. Trijstart ABC ievilktas rinka linijas centrs ir O. Nogriezni OA, OB, OC krusto So rinka liniju attiecigi
BC
EF
1. atrisinajums. Punkts O ir trijstira ABC bisektrisu krustpunkts (skat. 81. att.). Apziméjam

IBAC = 2a, JABC =2 un JACB = 2y. Tad <DOF =180°—a —vy un
L0DF = «DFO = %(0{ +y), jo AODF ir  vienadsanu. Lidzigi ieglstam, ka

<EDO = <DEO = (a + ) un S0EF = S0FE = 2 (B +7).
Tatad ADEF iekseéjo lenku lielumi ir XEDF =« +%(ﬂ +vy), IDEF =§ +§(0( +7v),

XEFD =y + %(a + f). lzmantojot, ka a+ B +y=90° iegustam <XEDF = % + 45°,
4DEF = £ +45°un KEFD =L+ 45° Taka 22 = %€ = ﬂ, tad AABC~ADEF péc pazimes mmm
2 2 DE EF DF
un atbilstosie trijsturu lenki ir vienadi, tas ir, 2a = % +45°, 26 = §+ 45°un 2y = % + 45°. Tatad
a=pf=y=30°eb2a =2 =2y = 60°un AABC ir regulars.
2. atrisinajums. Punkts O ir trijstirim DEF apvilktas rinka Inijas centrs — vidusperpendikulu

BC _ AC e ) e L _—
Pl tad trijsturi ABC un DEF ir homotétiski ar homotétijas centru O.

Tatad trijsturm DEF ievilktas rinka linijas centrs art ir 0. Ta ka trijstira DEF bisektrisu krustpunkts

punktos D, E, F. Zinams, ka 3—? =—= %. Pieradt, ka trijsttris ABC ir regulars!

krustpunkts. Ta ka A8 —
DE
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sakrit ar vidusperpendikulu krustpunktu, tad tas ir regulars trijstiris. Lidz ar to ari trijsturis ABC ir
regulars.

Vértésanas kritéeriji

Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais 0
1. atrisinajums

Uzraksta, ka punkts O ir trijstira ABC bisektrisu krustpunkts 1
Divos veidos izsaka trijstira DEF lenkus, izmantojot trijstira ABC lenkus 7
leglst un atrisina vienadojumus 2
2. atrisinajums

Uzraksta, ka punkts O ir trijstira ABC bisektrisu krustpunkts 1
Punkts O ir trijstarim DEF apvilktas rinka [linijas centrs - 1
vidusperpendikulu krustpunkts

Secina, ka trijsturi ABC un DEF ir homotétiski ar homotétijas centru O 3

Secina, ka trijstara DEF bisektriSu krustpunkts sakrit ar 2
vidusperpendikulu krustpunktu
Secina, ka trijsturis DEF ir regulars un art trijstaris ABC ir regulars 3

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 133 | 80 94 56 9 10 8 16 5 18 31
Videji iegltais punktu skaits 2,60

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktara, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstari ievilktas rinka linijas centrs atrodas bisektriSu krustpunkta,
2) trijstura lenku izteikSana,
3) trijstaru [idzibas pazimes,
4) homotétija.

12.4. Pieradt, ka pozitiviem skaitliem a, b, c izpildas nevienadiba
|Vaz + b% —Va? + c2| < |b—c|.
1. atrisinajums. Ja b = c, tad dota nevienadiba ir patiesa.
Jab > c, tad japierada, ka Va2 + b2 —vVa? + c2 < b — c. Reizinot abas nevienadibas puses ar
saistito izteiksmi (VaZ + b2 + Va? + ¢2), iegistam b? — ¢ < (b — ¢)(Va? + b% +Va? + c2).
Talak, dalot abas nevienadibas puses ar (b — ¢), kas ir pozitivs skaitlis, ieglstam
b+c<+az+b? ++a?+c?
kas ir patiesa nevienadiba, jo b < VaZz +bZunc <Va? + 2.
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gadijuma.

2. atrisinajums. Ja b = ¢, tad dota nevienadiba ir patiesa.
Apskatam gadijumu, kad b # c. Novelkam nogriezni AD, kura garums ir a. Tam perpendikulari

Ja b < c, tad japierada, ka Va2 + c2 —va? + b2 < c — b, ko var izdarit analogi ka iepriek3éja

no punkta D uz vienu pusi atliekam nogrieznus BD un CD, kuru garumi attiecigi ir b un c (iesp&jami
divi gadijumi, skat. 82. att.). No Pitagora teorémas trijstiros ADB un ADC ieglstam, ka

AC =+Va?+c? un AB =+a? + b?. levérojam, ka BC =|BD —CD| =|b —c|. No trijstlra

nevienadibas trijsttri ABC ieglstam BC > |AB — AC| jeb |b —c| > |\/a2 + b%2 — Va2 + cz|.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka [Va® + bZ —vVaZ + ¢%| < |b — ¢|.

82. att.

Vértésanas kriteriji

1. atrisinajums

Apskatits gadijums, kad b = ¢ 1
Ideja, ka var reizinat ar saistito izteiksmi Va2 + b2 + va? + c? 1
Pieradits, ka nevienadiba ir patiesa viena no gadijumiem b > cvaib < c 7
Uzrakstits, ka otru gadijumu pierada analogiski 1
2. atrisinajums
Apskatits gadijums, kad b = ¢ 1
Ideja, ka wuzdevumu var interpretét, izmantojot nogrieznus ar 1
garumiema, b, ¢
Izveido atbilstosu geometrisku ziméjumu 1
Ar Pitagora teorému iegiist nogrieznu garumus Va2 + c2 un Va2 + b2 2
Izmantojot trijstira nevienadibu, pamato prasito
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolenu skaits | 19 201 |76 34 15 12 9 6 5 10 15 65
Videji iegltais punktu skaits 2,72

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1)
2)
3)
4)
5)

izpratne par nevienadibu ar moduli,
gadijumu SkiroSana,

reizinasana ar saistito izteiksmi,
nevienadibas pieradisana,
saskaitamo un summas novértésana.
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12.5. Pieradit, ka vienadojumam (a — b)? = a + b ir bezgaligi daudz atrisinajumu naturalos skait|os!
k(k+1) k(k-1)

Atrisinajums. Pamatosim, ka der vertibas forma a = un b = , kur k ir naturals

skaitlis, kas lielaks neka 1:
e aunbirnaturaliskaitli, jo k(k + 1) un k(k — 1) dalas ar 2 ka divu péc kartas esosu naturalu
skaitlu reizinajums;
e jevietojot Sis vértibas dotaja vienadojuma, ieglistam patiesu vienadibu:
k(k+1) k(k—1D\° k(k+1) k(k—1)
< 2 2 ) T2 T2
2k\*  2k? .,
(3) =7 = #=¢
Ta ka 3adu k vertibu ir bezgaligi daudz, tad arT dotajam vienadojumam ir bezgaligi daudz
atrisinajumu:
Piezime. Meklétas a un b vértibas var palidzét atrast talak aprakstitie spriedumi.
1. veids. Apziméjam a—b =1k, tad k*=a+b. Saskaitot abas vienadibas, iegiistam
k(k+1) k2+k K2k _ k(k=1)

2a =k + k? jeba = —. Aprékinamb =a —k = —k=——
2 2 2 2

2. veids. Apziméjam a—b =k, tad a+ b = k + 2b, tatad doto vienadojumu var parrakstit forma

2_ -
k? =k+2b,nokéiegﬁstam,kab=¥=Muna=k+b.
Vértésanas kriteriji
_ .- _ k(k+1 k(k—1 . -
Uzrakstits, ka der vértibas forma a = Uet1) nb= ( ), kur k ir naturals 4
skaitlis, kas lielaks neka 1
Pamatots, ka atbilstosas a un b vértibas ir naturali skaitli 2
Pamatots, ka, ievietojot Sis vértibas dotaja vienadojuma, ieglistam patiesu 4
vienadibu (vai ari atbilstosas a un b vértibas iegitas spriedumu cela)
Atrasts viens vai dazi atrisinajumi Ne vairak ka 4

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 25 245 | 62 30 18 32 5 3 9 6 9 23
Videji iegltais punktu skaits 1,74

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Uzdevums par vienadojumiem naturalos skait]os.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktara, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) saknu atrasana un pamatojums, ka atrastas vertibas der,
2) visparinasana.

Valsts olimpiade - 2019

9. klase

4a%-7b2 _ _. 4a?+7b?
= 12. Kada var bat

Atrisinajums. Parveidojot doto izteiksmi, ieglistam:
4a?% — 7b% = 12ab;
4a? — 12ab + 9b? = 16b%;
(2a — 3b)? = (4b)?;
2a — 3b = 14b.

9.1. Realus skaitlus a un b saista sakariba vértiba?

ab

Apskatam katru gadijumu.
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1. Ja2a—3b=4bjeb2a=7buna =§b,tad
4a® +7b*> (7b)*+7-b* 49b* + 7b*

ab 7. 7 12
> b-b 2b
2. Ja2a—3b=—4bjebb = —2a, tad
4a® +7b*>  4a’+7(-2a)® 4a®+28a® 32
ab —2a? - =222 @ =2

4a?%+7b?

=56 2—8 2=16
= 5= = 16.

= —16.

e e . . b ) .
Tatad izteiksmes vértibair vainu 16 (jaa = 77), vai —16 (jab = —2a).
Piezime. Sakaribu starp a un b var iegQt ari, dotas vienadibas kreisas puses izteiksmes skaititaja
. N . o b .
katru saskaitamo izdalot ar ab, ap2|meJot% = x un atrisinot vienadojumu 4% - 75 =12 jeb 4x —

7-12.

X
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 8 22 18 1 1 4 0 2 1 8 7
Vidéji iegltais punktu skaits 3,46

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) ekvivalentu parveidojumu veiksana,
2) gadijumu Skirosana,
3) dalveida vienadojuma risinasana.

9.2. Uz trijstura ABC malam AC un BC attiecigi atlikti punkti M un N. Nogriezni AN un BM krustojas
punkta P. Aprékinat trijstara ABC laukumu, ja S(AMP) = S(BNP) = 8un S(NMP) = 4.

Atrisinajums. levérojam, ka S(MAN) = S(NBM) = 8 + 4 = 12 (skat. 83. att.) un Siem trijsttriem

ir kopiga mala M N, tapéc augstumi, kas no virsotném A un B novilkti pret So malu MN, ir vienadi

jeb punkti A un B atrodas vienada attaluma no nogriezna MN. Tatad MN ||AB. Apskatam attiecibu

1
S(MNP) 5 MP - hyp

S(PNB) 1 '
( )YgBP'th

83. att.
levérojot, ka hyp = hgp, ieglistam MN _MP _2_1
JOt, MP — 'tBpP, g AB_BP_S_Z.

Trijstiri MPN un BPA ir lidzigi péc pazimes £, jo XMPN = «BPA ka krustlenki xMNA = <NAB
ka ieksejie skerslenki pie paralelam taisném MN un AB. Tad SUIPN) _ (ﬂ
S(BPA) BP

S(BPA) = 4-4 = 16. Esam ieguvusi, ka S(AMNB) =4+ 8-2 + 16 = 36.

2 2 _
Ta ki MN||AB, tad AMCN~AACB unS32<Y) _ (@) =(3) jeb SACBI 36 _ 1 | cakam trijstara
S(ACB) AB 2 S(ACB) 4
ACB laukumu:

2 4
= -, no ka izriet, ka
4

4-S(ACB) — 4 - 36 = S(ACB);
3-S(ACB) = 4 - 36;

S(ACB) = 48.
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 39 10 6 1 2 0 1 0 1 1 13
Videji iegltais punktu skaits 2,51

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdra laukuma aprékinasanas formulas,
2) trijstaru hdzibas pazimes,
3) figlru laukumu izteikSana.

9.3. Vai naturala skait|a kvadrata ciparu summa var bat a) 19, b) 2019?

Atrisinajums. a) J3, var, pieméram, 172 = 289 un2 + 8 + 9 = 19.

Piezime. Ta ka 19 = 1 (mod 9), tad jameklé skaitli, kuru kvadrats ir kongruents ar 1 (mod 9),
tatad pasi skaitliir £1 (mod 9). Der ari skaitli 26, 28, 37, 44, 53, 62, 64, 73, 82, 89, 91 utt.
b) N&, nevar. Naturala skaitla n kvadrata ciparu summa 2019 dalas ar 3, tatad ari n? dalas ar 3. Ta
ka naturala skait|a kvadrats dalas ar 3, tad ari pats skaitlis n dalds ar 3, bet tada gadijuma n? ir jadalas
ar 9. Bet skaitla n? ciparu summa ir 2019, kas nedalas ar 9 nedalas, tatad 2019 nevar bt naturala
skait]a kvadrata ciparu summa.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 8 0 0 1 39 4 5 5 0 1 13
Videji iegltais punktu skaits 5,04

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktara, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSa pieméra atrasana,
2) dalamibas pazime ar 3unar9,
3) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iespéjams.

9.4. Sakotnéji katra kvadrata 5 X 5 ratina atradas tiesi viena skudra. Tad katra skudra parvietojas uz
kadu blakus ratinu (tas ir, uz rdtinu, kam ar esos$o ir kopiga mala). Kads tagad ir a) mazakais;
b) lielakais iesp&jamais tukso ratinu skaits?

Atrisinajums. a) Mazakais iesp&jamais tukso ratinu skaits ir 1. lekrasojam doto kvadratu ka saha
galdinu (skat. 84.att.). Tad ir 13 melnas un 12 baltas ratinas. Tas 13 skudras, kas atrodas 13 melnajas
ratinas, ir parvietojusas uz baltajam ratinam. Ta ka balto ratinu skaits ir 12, tad vismaz viena ritina
nonaks vairak neka viena skudra. Tatad vismaz viena ritina paliks tuksa. Skat., pieméram, 84.att.,
kur skudra no augséjas kreisas rutinas parvietojas bultinas noraditaja virziena, bet paréjas skudras
ar biezaku liniju izceltajos divu ratinu laukumos samainas vietam.

b) Lielakais iespéjamais tukso ratinu skaits ir 16. Viens no $adiem parvietojumiem paradits 86.
att.

Pamatosim, ka 16 ir lielakais iespéjamais tukSo ratinu skaits. Skudras, kas atrodas 85. att.
iekrasotajas rutinas péc parvietosanas uz blakus ratinam atkal kopa aiznems 9 ritinas, jo nekadas
divas no Sim skudram nevar nonakt viena un taja pasa ratina. Tatad var palikt ne vairak ka
25 — 9 = 16 tuksas ratinas.
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 10
Skolénu skaits | O 1 21 6 14 8 6 7 6 5 0 3
Videji iegltais punktu skaits 3,78

(o]
Vo]

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSu pieméru atrasana,
2) pamatojums, ka atrastas vértibas ir attiecigi mazaka un lielaka iespéjama.

9.5. Hokeja turnira piedalijas 16 komandas. Katra komanda ar katru citu spél€ja tiesi vienu reizi;
neizskirtu nav. Apzimésim katras komandas uzvaru un zaudéjumu skaitu attiecigi ar x; un y;,
i=1; 2;...; 16. Pieradtt, ka

xZ + x2+.. . +xZ = yE+yi+. . +yd.
Atrisinajums. Ta ka turnira piedalijas 16 komandas un katra komanda spéléja ar katru citu, tad
katra komanda ir piedalijusies tiesi 15 spélés.
Ta ka komanda jebkura spélé vai nu uzvaréja, vai zaudéja (neizskirtu nav), tad skaidrs, ka i-tas
komandas uzvaru skaitu var izteikt ar zaudéjumu skaitu, tas ir, x; = 15 — y;. Tad
Xf+ x5+t xfe = (15 —y)? + (15— y)? + -+ (15— y44)* =
= (225 —30y; + y7) + -+ + (225 = 30y, + ¥i6) =
=16-225-30"(y; + yo + -+ y16) + OV + y3+... +y70).
Pavisam kopa tika izspélétas %15 = 120 spéles, tapéc zaudeéjumu kopskaits

Vi +y,+ -+ y6=120. Ldz ar to 16-225—-30-(y; +y, + -+ y16) =16-225—-30"-
120 = 0, no ka izriet prasitais, tas ir, xZ + x2+... +x% = yZ + y2+... +yi.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 3 5 7 12 9 14 3 3 2 2 2 16
Videji iegltais punktu skaits 4,74

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne parizspéléto spelu skaitu,
2) objektu skaitiSana divos dazados veidos.

10. klase

10.1. Pieradit, ka visus naturalos skaitlus, kas lielaki neka 100, var izteikt ka pirmskait]a un salikta skaitla
summul!

Atrisinajums. Visus para skait|us, kas lielaki neka 100, var izteikt ka summu (2 + p), kur p ir para
skaitlis, kas lielaks neka 100, tatad p ir salikts skaitlis. Visus nepara skait|us, kas lielaki neka 100, var
izteikt ka summu (3 + p), kur p ir para skaitlis, kas lielaks neka 98, tatad p ir salikts skaitlis.
Saskaitamie 2 un attiecigi 3 ir pirmskaitli.
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Piezime. Minéta 1pasiba ir speka visiem naturaliem skaitliem, kas lielaki neka 5.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 2 7 11 5 4 1 1 6 8 2 22
Videji iegltais punktu skaits 6,01

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pirmskait|a un salikta skait]a definicija,
2) gadijumu SkiroSana un visparinasana.

10.2. Izliekta Cetrstlira ABCD diagonale AC ir lenka A bisektrise, AC = AD un «<B = 90°. Trijstri ADC

novilkts augstums DH. Pieradit, ka taisne BH sadala nogriezni CD uz pusém!

Atrisinajums. Taisnes BH krustpunktu ar CD apziméjam ar P (skat. 87. att.). Tatad japierada, ka
CP = PD.

Apziméjam <BAC = <CAD = 2a (jo AC ir lenka A bisektrise). Ta ka trijstaris AHD ir taisnlenka,
tad

<ADH = 90° — 2a.
Ta ka pécdota AC = AD, tad trijstaris CAD ir vienadsanu un

180° — 2«
XACD = <ADC = — 90° — a.

Apréekinam
<HDP = ¥ADC — <ADH = 90° — a — (90° — 2a) = a.
Taisnlenka trijsttri ABC un AHD ir vienadi péc pazimes hf, jo AC = AD un ¥BAC = <HAD.

Tatad AB = AH ka atbilsto$as malas vienados trijstiros. Lidz ar to trijstiris BAH ir vienadsanu un

180° — 2«
<ABH = <BHA = — = 90° — a.

levérojam, ka <KCHP = ¥«BHA = 90° — a¢ un <PHD = 90° — <CHP =90° — (90° — a) = a.

Taka <HDP = «PHD = a, tad trijstiris HPD ir vienadsanu un HP = PD.

Ta ka <ACD = <«BHA = 90° — a, tad trijsturis HPC ir vienadsanu un HP = CP. Lidz ar to
CP = PD.

87. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 5 15 4 3 2 18 1 1 4 1 1 19
Videji iegitais punktu skaits 4,84

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) lenku izteik3ana,
2) vienadsanu trijstlra pazime.
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10.3. Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ + 7™ 4+ 2019 vértiba nav naturala skaitla
kvadrats!

Atrisinajums. levérojam, ka naturalu skaitli n, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0, 1 vai 2, un atrodam,
kadu atlikumu var iegit, ja n? dala ar 3:

o jan =0 (mod 3),tadn? = 0% = 0 (mod 3);
o jan =1 (mod3),tadn? =12 = 1 (mod 3);
o jan =2 (mod3),tadn? =22 =4 =1 (mod 3).

Tatad naturala skaitla kvadratu, dalot ar 3, var ieglt atlikumu O vai 1.

Apskatot doto izteiksmi péc modula 3, ieglstam 13" + 7" +2019=1"+1"+0=1+1=
= 2 (mod 3). Tatad dota izteiksme, dalot ar 3, dod atlikumu 2, tatad ta nevar bat naturala skaitla
kvadrats.

Piezime. Uzdevumu var atrisinat ari aplikojot izteiksmi péc jebkura skaitla 3 daudzkartna modula,
tasir, 6,9, 12 utt.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 6 31 6 5 2 5 1 0 0 0 6 12
Videji iegltais punktu skaits 3,25

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) izpratne par atlikumu,
2) gadijumu Skirosana,
3) darbibas ar kongruencém (atlikumiem)
4) pretrunas modelis.

10.4. Komisija ir 7 cilvéki. lerodoties uz sédi, daZi no viniem sarokojas. Kads ir mazakais iesp&jamais
sarokosanos skaits, lai no katriem trim komisijas locekliem varétu atrast divus, kas sava starpa
sarokojusies?

Atrisinajums. Mazakais iespéjamais sarokoSanos skaits ir 9, skat., pieméram, 88. att. kur
komisijas locekli ir attéloti ar punktiem, bet sarokoSanas — ar liniju starp atbilstoSajiem punktiem.

TieSam, no jebkuriem tris punktiem divi atrodas viena dala, un tie ir sava starpa savienoti.
A

T e

88. att. 89. att.

Pieradisim, ka mazak sarokos$anos (jeb lniju) nevar bit. Pienemsim, ka ir novilktas 8 linijas. Tad
ir 16 liniju gali. Ta ka 7-3 = 21 > 16, tad ir tads punkts A, no kura iziet ne vairak ka 2 linijas.
Apskatam iespéjamos gadijumus.

1) No punkta A neiziet neviena linija. Tad, lai no katriem trim punktiem vismaz divi batu savienoti,
visiem citiem punktiem jabat pa pariem savienotiem, bet tada gadijuma liniju skaits ir
6-5:2 =15 (pretruna).

2) Punkts A ir savienots ar tiesi vienu citu punktu B. Tad, lai no katriem trim punktiem vismaz divi
bltu savienoti, paréjiem pieciem punktiem jabut pa pariem savienotiem — citadi, izvéloties,
pieméram, punktu A un divus citus nesavienotos punktus, ieglsim tris punktus, no kuriem
nekadi divi nav savienoti. Tacu tada gadijuma liniju skaitsir 1 +5-4 : 2 = 11 (pretruna).

Punkts A ir savienots ar tiesi diviem citiem punktiem B un C, tas, ir no A iziet divas Iinijas (skat.
89. att.). Bet tad A nav savienots ar 4 atlikusajiem punktiem. Visiem Siem punktiem jabat pa pariem
savienotiem — citadi, izvéloties punktu A un divus citus nesavienotos punktus, ieglsim tris punktus,
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no kuriem nekadi divi nav savienoti. Tacu tad jau kopa ir novilktas 2 + 4 - 3 : 2 = 8 linijas, tatad citu
Iiniju vairs nav. Saja gadijuma var atrast tris tadus punktus, ka nekadi divi no tiem nav savienoti,
pieméram, izvéloties punktus B, C un vél kadu citu punktu (ne A).

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 21 20 6 1 6 7 4 5 0 0 3
Vidéji iegltais punktu skaits 2,51

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Uzdevuma risinasana noder zinasanas par grafu teoriju.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstosa pieméra atrasana,
2) pamatojums, ka atrastais skaits ir mazakais iespéjamais,
3) gadijumu SkiroSana.

10.5.Dots, ka0 < aq; < a, < -- < aqggoUnaq + az + -+ + ayg90 = 1. Pieradit, ja n ir naturals skaitlis
un1 <n <1000, tad 2392 *n o __

— 1000°
Atrisinajums. Pieradisim, ka pien = 1; 2; ...; 999 ir spéka nevienadiba
a1+a2+---+an<a1+a2+---+an+an+1
n - n+1 '

Reizinot abas nevienadibas puses ar n(n+ 1) > 0 un veicot ekvivalentus parveidojumus,
iegustam:
(m+D(ay+a, ++a,) <n((ag +a; + -+ ap) + anyq);
n(a; +a,++a,)+@+a,++a,) <n(a;, +a,++a,) +n-a,.q;
a;t+a;+--+a, Sn-apy.
Pédeja nevienadiba ir patiesa, jo 0 < a; < a, < -+* < Aqp90-
T3 ké ai+az+--+adig00 __

1 . _
, tad iegustam, ka
00

1000 T 10
a1+a2+---+an<a1+a2+---+an+an+1 1
n - n+1 ~ 1000
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 4 30 17 0 3 1 2 2 4 1 0 10
Vidéji iegitais punktu skaits 2,69

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) ekvivalentu parveidojumu veiksana,
2) nevienadibu pieradisana,
3) saskaitamo un dalas novértésana.

11. klase

11.1.Kada valsti ir 100 pilsétas. Starp dazam no tam organizeéti avioreisi. Starp katram divam pilsétam
ir augstakais viens reiss. Katrs reiss savieno tikai 2 pilsétas, pa celam nenolaiZoties citas. Katrs reiss
,darbojas” abos virzienos. Reisus organizé 90 aviokompanijas, katra aviokompanija organizé tiesi 30
reisus. Ja kompanija organizeé reisu starp kadam divam pilsétam (apzimésim tas ar A un B), tad tai ir
biroji gan pilséta A, gan pilséta B. Pieradit, ka ir tada pilséta, kura ir vismaz 9 biroji!
Atrisinajums. Pamatosim, ka katrai aviokompanijai ir vismaz 9 biroji. Ja kadai kompanijai batu ne
vairak ka 8 biroji, tad ta varétu noorganizét ne vairak ka 28 reisus, jo no 8 elementiem var izveidot
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ne vairak ka 8 -7 : 2 = 28 parus (izmantots Dirihlé princips). Tatad katrai kompanijai ir vismaz 9
biroji, un biroju kopskaits ir vismaz 9 - 90 = 810. Ja katra no 100 pilsétam butu ne vairak ka 8 biroji,
tad kopa bitu ne vairak ka 8 - 100 = 800 biroji, bet biroju kopskaits ir vismaz 810. Tatad ir tada
pilséta, kura ir vismaz 9 biroji.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 6 36 9 1 0 0 0 2 1 4 9 22
Vidéji iegltais punktu skaits 4,32

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) Dirihlé princips,
2) objektu skaitiSana,
3) lielumu noveértésana.

11.2. Ap cCetrstiri ABCD apvilkta rinka linija. Taisne, kas ir paraléla BC un iet caur D, krusto nogriezni
AC punkta M. Taisne, kas ir paraléla AB un iet caur punktu D, krusto nogriezni AC punkta N.
Pieradit, ka rinka Iinijas, kas apvilktas ap trijstiriem AMD un DNC, pieskaras viena otrai!

Atrisinajums. Novelkam nogriezni BD (skat. 90. att.). levérojam, ka <DAC = «<DBC ka ievilktie
lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku. Ta ka DE||BC, tad <DBC = <BDM ka iek3€&jie skérslenki
pie paralélam taisném. Lidz ar to <DAC = <BDM.

Pamatosim, ka ap AMD apvilkta rinka linija pieskaras taisnei BD. Ar O apzimé&jam trijstirim AMD
apvilktas rinka linijas centru (skat. 91. att.). Ja<DAC = <BDM = «, tad ¥MOD = 2a ka atbilsto3ais

centra lenkis. Ta ka AMOD ir vienadsanu, tad <0DM=1800_2a=90°—a. Lidz ar to

A0DB = 90° — a + a = 90°. Ta ka radiuss OD ir perpendikulars taisnei BD, tad BD ir pieskare.
Lidzigi iegustam, ka ap trijsturi DNC apvilkta rinka linija pieskaras taisnei BD. Tatad esam
pieradijusi, ka abas rinka Iinijas pieskaras viena otrai punkta D.

90. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 10 38 13 8 3 2 3 5 0 0 0 8
Videji iegitais punktu skaits 2,14

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktidra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) ievilkto lenku Tpasiba,
2) pieskares pazime.

114



11.3. Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ + 10™ + 7™ + 3™ vértiba nav naturala

skait]a kvadrats!
Atrisinajums. levérojam, ka naturalu skaitli n, dalot ar 4, var iegit atlikumu 0, 1, 2 vai 3, un

atrodam, kadu atlikumu var iegit, ja n? dala ar 4:

e jan =0 (mod4),tad n? = 02 = 0 (mod 4);

e jan =1 (mod4),tadn? = 1% =1 (mod 4);

e jan=2(mod4),tadn?=22=4=0(mod4);

e jan=3(mod4),tadn?=32=9 =1 (mod 4).

Tatad naturala skaitla kvadratu, dalot ar 4, var iegit atlikumu O vai 1.

Apskatot doto izteiksmi peéc modula 4, ieglistam

13"+ 10"+ 7"+ 3"=1"4+ 2"+ (-1)" + (—=1)™ (mod 4).

Jan=1,tad 13 + 10 + 7 + 3 = 33, kas nav naturala skaitla kvadrats. Ja n ir lielaks neka 1, tad
2™ = 0 (mod 4), un skirojam divus gadijumus:

e jairparaskaitlis,tad 1" + 2"+ (—1D)"+ (—1)" =1+ 0+ 1+ 1 = 3 (mod 4);

e janirnepara skaitlis,tad 1" + 2"+ (-1)"+ (-1)" =14+0—-1—-1=—1 = 3 (mod 4).

Tatad dota izteiksme, dalot ar 4, dod atlikumu 3, tatad ta nevar bat naturala skaitla kvadrats.

Piezime. leglt pretrunu var ari apskatot doto izteiksmi péc modula 9. Jan = 1, tad atlikums, dalot
ar 9, ir 6, jan ir lielaks neka 1, tad atlikums, dalot ar 9, ir 3, bet naturalu skaitlu kvadratu véertibas

péc modula 9 var but tikai 0, 1, 4 vai 7.
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 8 13 7 0 0 0 4 0 1 1 3 51
Vidéji iegltais punktu skaits 7,06

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par atlikumu,
2) gadijumu Skirosana,
3) darbibas ar kongruencém (atlikumiem)
4) pretrunas modelis.

11.4. Naturalu skaitJu virknes pirmie divi locekli ir a; un a,, turklat a, > a;. Katru nakamo virknes
locekli, sakot ar treSo, aprékina péc formulas a; = a;_4 + a;_,. Kadai lielakajai indeksa i vértibai a;
var bat vienads ar 100a,?

Atrisinajums. Pamatosim, ka lielaka iespéjama indeksa i vértiba ir 11.
Apziméjam a, = a, + p, kur p > 0. Vispariga veida izteiksim dazus nakamos virknes locek]us:
as =a, +ay = 2a, +p;
a,=az+a, =2a,+p+a+p=3a, + 2p;

as = 5a4 + 3p;
as = 8a, + 5p;
a; = 13a, + 8p;

ag = 21a, + 13p;
a9 = 34a, + 21p;
a,o = 55a4 + 34p;
a;1 = 89a, + 55p;
a,; = 144a, + 89p.
levérojam, ka a;; > 100a,. Tatadi < 11.Jaa; = 5una, = 6, tad
a1 =89a; +55p =895+ 55 =445 + 55 =500 = 100a;.
Piezime. Lai atrastu a; un a, vértibas, jaatrisina vienadojums 89a, + 55p = 100a;.
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Skolenu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 15 19 4 2 2 3 1 5 0 3 1 35
Videji iegltais punktu skaits 5,92

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par rekurences sakaribam,
2) virknes loceklu izteikSana,
3) lielumu novértésana.

11.5. Koordinatu plakné doti a) 8; b) 9 punkti, katram no tiem koordinatas ir veseli skaitli. Zinams, ka
nekadi tris punkti neatrodas uz vienas taisnes. Vai noteikti var atrast tadus tris punktus, ka trijstlrim
ar virsotném $ajos punktos medianu krustpunkta koordinatas art ir veseli skait]i?

Atrisinajums. Pamatosim, ka trijstdra ar virsotném A(x4; v4), B(xg; yg) un C(x¢; yc) medianu
krustpunkta M koordinatas ir (xAH;BHC; yA+3;B+yC).

Izmantojot punkta B un C koordinatas, aprékinam malas BC viduspunkta D (skat. 92. att.)
koordinatas, ieglistam D (xB:xc yB;ryC) Tad AD = (nfﬂc — X, yB+yC yA) Taka % = % tad

2, Xg + xc — 2x + 2
M = 24D = (B C A;yB Yc — YA>.
. 3 3 3

Izmantojot vektora AM koordinatas un punkta A koordinatas, nosakam punkta M koordinatas:
M (xB+xC_2xA +x YB+)/C 2y4 + ) ieb M (xA+xB+xc YA+3’B+3’C)

— 5 TXa T 5 TYa)l ) .

3 3
Tatad trijstarim, kura koordinatas ir veseli skaitli (x4; V1), (x5; ¥g) un (x¢; yc) medianu

krustpunkta koordinatas ir veseli skait]i tad un tikai tad, ja (x4 + x5 + x¢) un (y4 + yg + yc) dalas
ar 3.

¥ e
YyB + Yo ; ! 4 )
2
{7751 STCRRSIS ves !l(w)

rp Ip+ o To
2

92. att.

a) N&, ne noteikti. Pieméram nekadiem tris no Siem astoniem punktiem (3;0), (0;3), (6;1),
(0;4), (1;0),(4;3),(4;1) un (1;7) nav spéka, ka (x4 + xg + x¢c) un (y4 + yg + y¢) dalas ar 3, jo
$o punktu koordinatas péc modula 3 ir (0;0),(0;1),(1;0) un (1;1) (katra vértiba divas reizes),
redzams, ka, summeéjot 3 no Siem, nevar iegiit ne summu (0; 0), ne (0; 3), ne (3; 0), ne (3; 3).

b) Ja, noteikti. Apskatot patvaliga punkta koordinatas péc modula 3, var iegiut 9 dazadus
gadijumus (skat. 93. att.).

(0;0) (1,0) (20)

o1 (LY (D)

0;2) (1;,2) (22)
93. att.
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Katru no dotajiem 9 punktiem “ievietosim” atbilstoSaja ratina. Ja kada rutina ir ievietoti tris
punkti, tad tos varam nemt par trijstura virsotném. Ja nav tadas ratinas, kura ir ievietoti vismaz 3
punkti, tad katra ratina ir ievietoti ne vairak ka 2 punkti. Ta ka kopa ir 9 punkti, tad ir aizpilditas
vismaz 5 rutinas. Pietiek apskatit situaciju, kad ir aizpilditas 5 ratinas. Apskatisim iesp&jamos
gadijumus:

e ja ir tada rinda, kolonna vai diagonale, kura visas ritinas ir aizpilditas, tad izvélamies pa vienam
punktam no katras $is rindas (kolonnas vai diagonales) ratinas — tie ir mekléta trijstdra virsotnes;

¢ ja nav ne tada rinda, ne kolonna, kura visas ratinas ir aizpilditas, tad ir tiesi divas tadas rindas,
kuras ir pa divam aizpilditam rdtinam un tiesi viena rinda, kura ir aizpildita viena ratina, tas pats
attiecas ari uz kolonnam.

Apskatam gadijumu, kad ir tada aizpildita ratina, kas ir vieniga aizpildita ratina gan rinda, gan
kolonna. Apziméjam taja ievietota punkta koordinatas péc modula 3 ar (a,; b, ). Paréjo ¢etru punktu
koordinatas ir (a,; b,), (a,; b3), (as; by), (as; bs), kur a;, b; € {0, 1,2}, turklat visi a; ir atskirigi un
visi b; ir atskirigi. Tad par trijstira virsotném izvélamies tadus tris punktus, lai a; + a, + a; = 0 +
1+2=
= 0 (mod 3)unariby + b, + b3 =0+ 1+ 2 = 0(mod 3). Pieméram, var izvéléties punktus, kuru
koordinatas péc modula 3 ir (aq; by), (ay; by), (as; bs).

Apskatam gadijumu, kad ir tada ritina, kas ir vieniga aizpildita ritina rinda, bet ne kolonna. Saja
rutina ievietota punkta koordinatas péc modula 3 apziméjam ar (aq; b;). Tatad noteikti ir cita tada
rQtina, kas ir vieniga aizpildita riitina kolonna. Saja ritina ievietota punkta koordinatas péc modula
3 apziméjam ar (a,; b,). Ta ka abas paréjas kolonnas ir pa divam aizpilditam ratinam un nevar bat
aizpildtta ratina, kura ievietota punkta koordinatas péc modula 3 ir (ay; b3), tad noteikti ir aizpilditas
ratinas, kuras ievietoto punktu koordinatas péc modula 3 ir (ay; b3) un (as; bs). Tad par trijstlra
virsotném izvélamies tadus tris punktus, lai a; +a,+a3;=0+1+2=0(mod3) un ar
b; +b, +b; =0+ 1+ 2 = 0(mod 3). Pieméram, var izvéléties punktus, kuru koordinatas péc
modula 3 ir (ay; by), (az; by), (as; bs).

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 10
Skolénu skaits | 18 49 3 2 6 1 5 3
Videji iegltais punktu skaits 1,44

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pretpieméra atrasana,

2) visparigs pamatojums, ka prasitais izpildas,

3) koordinatu metode,

4) medianas 1pasiba,

5) punkta koordinasu apréekinasana,

6) gadijumu SkiroSana,

7) darbibas ar kongruencem.

12. klase

12.1. Vienadojumam x3 — px + 2019 = 0, kur p — naturals skaitlis, ir tris realas saknes x;, x,, x3. Kada

var bit izteiksmes x3 + x5 + x3 vértiba?
1. atrisinajums. levérojot, ka xq, x5, x3 ir dota vienadojuma saknes, to var parrakstit forma
x3 —px +2019 = (x — x;)(x — x,)(x — x3) = 0. Grupéjot loceklus, ieglisim $adas sakaribas:
X1 +x,+x3=0
X1Xy + X1X3 + X3X3 =D
X1Xx3 = —2019
Ta ka x4, x5, x5 ir dota vienadojuma saknes, tad iegustam identitates:
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x3 —px; +2019 = 0;
x3 — px, + 2019 = 0;
x3 —pxz + 2019 = 0.
Saskaitot iegutas tris identitates, iegistam
X3+ x5+ x5 —p(xy, +x, +x3)+3-2019 = 0.
Lidzartox; + x5 +x3 =p(x; +x, +x3) —3:2019 =p-0—3-2019 = —6057.
2. atrisinajums. levérojot, ka x4, x,, x5 ir dota vienadojuma saknes, to var parrakstit forma
x3 —px +2019 = (x — x1)(x — x,)(x — x3) = 0. Grupéjot loceklus, ieglisim $adas sakaribas:
X1 +x,+x3=0
X1Xy + X1X3 + XX3 =P
X1X,x3 = —2019
lzsakam prasito summu:
X3+ x3+ x5 = (g + x5 +x3)% —3(x2x, + x2x; + x2x3 + x2x; + x2x3 + x2x,) — 6%, X503 =

= (x1 + x5 +x3)3 = 3(p(x1 + x5 + x3) — 3x1%2X3) — 6X1XX3 = 3x,x3x3 = 3+ (—2019) =

= —6057.
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 9 4 2 2 7 0 3 0 4 4 17
Videji iegltais punktu skaits 5,73

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) polinoma sadali$ana reizinatajos,
2) divu polinomu vienadiba,
3) ekvivalenti parveidojumi.

12.2. Rinka linija ar centru punkta O novilkta horda AB, kas neiet caur O. Caur punktu B novilkts
perpendikuls pret AB, kas rinka liniju vélreiz krusto punkta D. Uz loka AB, kuram nepieder D,
atziméts Si loka viduspunkts C. Taisnes AC un DB krustojas punkta E. Pieradit, ka
OE?* =0B*+2-0B - BE.

1. atrisinajums. Apziméjam OB = OC = R (skat. 94. att.). Taka C ir loka AB viduspunkts, tad OC
ir nogriezna AB vidusperpendikuls, kas krusto AB punkta F. Tatad OC||DE. No AO = OD un
OC||DE izriet, ka OC ir trijstira ADE viduslinija. Tatad ED = 20C = 2R.

Taisnes OF krustpunktus ar rinka liniju apziméjam ar X un Y. Apskatam starpibu

OE? — 0B? = (OE — R)(OE + R) = EX - EY.

Ta ka péc sekansu 1pasibas EX - EY = EB - ED, tad

OE? —0B? =EB-ED =EB-2R=2-EB-OB.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka OE? = OB? + 2 - OB - BE.
----------------- g Y

94. att.
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2. atrisinajums. Novelkam radiusu OC (skat. 95. att.). Ta ka C ir loka AB viduspunkts, tad OC ir
nogriezna AB vidusperpendikuls, kas AB krusto punkta F. Tatad OC||DE. No AO = OD un OC||DE
izriet, ka OC ir trijstira ADE viduslinija. Tatad

ED = 20C = 208B.
No O velkam perpendikulu OG pret DB. Ta ka trijstlris DOB ie vienadsanu, tad DG = GB un lidz
arto
ED = EB + 2BG.
Tad, izmantojot Pitagora teorému taisnlenka trijstrt OGE, pakapeniski ieglistam
OE? = 0G? + EG%;
OE? = 0G* + (EB + BG)?;
OE? =0G*+ EB*+2-EB-BG + BG?;
lzmantojot Pitagora teorému taisnlenka trijstiri OGB, ieglistam, ka 0G? + BG? = OB?, tad
OE? = 0B*+ EB? + 2 EB * BG;
OE? = OB?> + EB - (EB + 2BG);
OE? = OB? + EB - ED;
OE? = 0B? +2-EB - OB.

95. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 8 7 3 11 3 0 0 1 0 0 21
Videji iegltais punktu skaits 5,09

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktudra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdra viduslinijas pazime,
2) Pitagorateoréma,
3) nogrieznu izteiksana.

12.3. Pieradtt, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes
4"+ 5"+ 6"+ 7+ 8"+ 9" + 10" + 11" + 12" + 13"
vértiba nav naturala skaitla kvadrats!
Atrisinajums. Doto summu apziméjam ar S. Aplikojam katru saskaitamo un summu S péc

modula 8 dazadam n vértibam.
n |4 5* 6 7" | 8 9" 10" 11" 12" 13| S
2 3 4 5

7
1 1 1
7 3 5
1 1 1

o o & O
o O o o
[ = O =N =
(S BN, ERE, BT

5
1
5
1

A W N
o O o |~

4 0
0 0
0 0
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levérojam, ka

e virknes 5™; 7™; 11™; 13™ péc modula 8 ir periodiskas ar periodu 2;

e sakot ar n = 3, virknes 4™; 6™; 8™; 9™; 10™; 12" ir periodiskas ar periodu 1.
Tatad visam n vertibam summas S vertiba péc modula 8 ir vienada ar 5.
Naturalu skaitlu kvadratu vertibas péc modula 8 var bt tikai 0, 1 vai 4:

n (mod 8) | 0 1 2 3 4 5 6 7

nz(mod8)| 0 1 4 1 0 1 4 1
Tatad dota izteiksme nevar but naturala skait]a kvadrats.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 6 4 31 4 0 0 1 1 1 0 0 7
Videji iegltais punktu skaits 2,59

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par atlikumu,
2) gadijumu Skirosana,
3) darbibas ar kongruencém (atlikumiem)
4) pretrunas modelis.

12.4. Doti sesi dazadi iracionali skaitli. Pieradit, ka no tiem var izvéléties 3 skaitlus (apzimésim tos ar x,
Y, Z) ta, ka visi tris skaitli x + y, x + z, y + z ir iracionali!

Atrisinajums. Dotos sesSus iracionalos skait|us attélosim ar punktiem un savienosim divus punktus
ar peléku nogriezni, ja attiecigo skaitju summa ir racionals skaitlis, un ar melnu, ja skaitlu summa ir
iracionals skaitlis.

Pieradisim, ka eksisté tadi tris punkti, kas visi sava starpa savienoti ar vienas un tas pasas krasas
nogriezniem. Apskatam punktu A. No ta iziet vismaz tris nogriezni, kas ir viena un taja pasa krasa
(izmantots Dirihlé princips). Nezaudgéjot visparigumu, varam pienemt, ka nogriezni AM, AN un AK ir
peleki (skat. 96. att.). Ja kaut viens no nogriezniem MN, MK, NK ir peleks, tad ieglstam peléku
trijstdri; ja tie visi ir melni, tad iegistam melnu trijstari MNK.

M
.‘\
A. \\ ~
~
\\ 'N
AT |
AU
My
° \iK
[ ]
96. att.

Pieradisim, ka Sis trijstlris, kam visas malas ir viena krasa, nav peléks.Jaa+f =c,a+y =0>b
un B +y =a, kur a, b, c ir racionali skaitli, tad, saskaitot pirmas divas vienadibas un nemot véra

v P . c+b—a . .- oy - . _ ..
treSo vienadibu, ieglstam, ka a = ir racionals skaitlis (pretruna). Tatad vienkrasainais

trijstdris ir melns un ta virsotnés ierakstitie skaitli ir meklétie.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 14 22 5 4 0 0 1 1 1 1 0 6
Vidéji iegltais punktu skaits 2,41
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktudra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) skaitlu kopas —iracionali un racionali skaitli,
2) interpretacija ar grafu teoriju,
3) Dirihlé princips.

12.5. Atrast

a) vienu tadu naturalu skaitu pari (a; b),

b) tris tadus naturalu skaitJu parus (a; b), a < b,

ka lielakais skaitlis, ko nevar izteikt forma an + bm, kur m un n ir nenegativi veseli skait]i, ir 2019.

Atrisinajums. a) Pamatosim, ka der, pieméram, skaitlia = 2 un b = 2021.

legUstam izteiksmi 2n + 2021m. Skaitli 2019 nevar izteikt ka o skaitlu summu, jo

e 2021-1=2021> 2019;

e 2021-0=0un2019 —0 = 2019, kas nedalas ar 2.

Pamatosim, ka visus skaitlus, kas lielaki neka 2019, var izteikt forma 2n + 2021m. levérojam, ka

e 2020=2-1010+ 2021 -0 un visus paréjos skaitlus, kas lielaki neka 2020 un dalas ar 2,
ieglstam ka summu 2 - (1010 + k) + 2021 -0, kur k € N;

e 2021 =2-0+42021"-1 un visus paréejos skait|us, kas lielaki neka 2021 un, dalot ar 2, dod
atlikumu 1, ieglstam ka summu 2 - k + 2021 - 1, kur k € N.

b) Pieradisim, ja a un b ir savstarpéji pirmskaitli, tad lielakais skaitlis, ko nevar izteikt ar Siem
skaitliem, irab — a — b.

Pienemsim pretéjo, ka ab—b—a var izteikt ka an+ bm. Apskatot izteiksmi
ab—b—a=an+ bm

e péc modula a, iegistam —b = bm (mod a) jebm = —1 (mod a),

e péc modula b, iegistamn = —1 (mod b).

No 8t secinam, kam = a — 1, jo m + 1 dalas ar a un skait]i m un a nav negativi. Tapat secinam,
kan > b — 1. Lidz ar to ieglistam, ka

an+bm=>a(b—1)+b(a—1)=2ab—a—b >ab—a—b,
kas noved pie pretrunas.

Tagad pamatosim, ka visus naturalos skaitlus, kas ir lielaki neka ab — b — a, var izteikt forma
an + bm. Ta ka a un b ir savstarpéji pirmskaitli, tad katram n varam atrast tadus veselus skait|us x
un y, lai ax + by = n. Tas nozimég, ka visiem veseliem k ir patiess ari a(x + bk) + b(y — ak) = n.
Kadam k izteiksme (x + bk) nebus negativa. Atrodam mazako nenegativo vértibu 3ai izteiksmei un
apzimésim to ar x’ un atbilsto$o vértibu pie b ar y'. Tatad ax’ + by’ = n, pietam 0 < x' < b — 1,
jo pretéja gadijuma (x' — b)a + (y' + a)b = n un skaitlis x" — b batu mazaks nenegativs skaitlis
neka muasu jau mazakais x’. Jan > ab —a — b, tad

by'=n—ax'>ab—a—-b—a(b—1) =—b,
no kurienes izriet, ka y’ > —1 jeb y' > 0. Tatad esam atradusi x’,y’ = 0, lai ax’ + by’ = n.

Tatad, lai iegltu a un b vértibas, jaatrisina vienadojums ab — a — b = 2019. Vienadojuma abam

pusém pieskaitot 1 un sadalot reizinatajos, ieglistam
(a—1D(b-1)=2020.
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levérojot, ka 2020 = 2-2-5-101, ieglstam

a—1 b-1 a b (a; b)

1 2020 2 2021 (2;2021)

2 1010 3 1011 Neder, jo nav savstarpéji pirmskait]i
4 505 5 506 (5;506)

5 404 6 405 Neder, jo nav savstarpéji pirmskaitli
10 202 11 | 203 (11;203)

20 101 21 | 102 Neder, jo nav savstarpéji pirmskait]i

Piezime. Skait|u pari (2;2021), (5;506) un (11; 203) ir vienigie derigie.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti

n

0

1

2 3 4 5 6 7 8 9

10

Skolénu skaits

9

28

1

4 1 1 6 1 2 1 0

Videéji iegltais punktu skaits

1,83

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:

1) atbilstosu skaitlu paru atrasana,

2) saskaitamo un summas novértésana.
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2019./2020. macibu gads - Latvijas 70. matematikas olimpiade
Novada olimpiade - 2020

9. klase

9.1. Vienadsanu trijstira pamata malas garums ir 10 cm, bet perimetrs ir mazaks neka 30 cm. Kads var
bat trijstura sanu malas garums?
Atrisinajums. Trijstira sanu malas garumu apziméjam ar x. Tad no dota ieglstam, ka jaizpildas
nevienadibai
10+ x + x < 30;
2x < 20;
x < 10.
Lai trijstaris eksistétu, jaizpildas trijstira nevienadibai, tas ir, x + 10 > x (patiesa visam x
vértibam) un x + x > 10 jeb x > 5. Lidz ar to x € (5; 10) jeb trijstra sanu malas garums ir lielaks
neka 5 cm un mazaks neka 10 cm.

Vértésanas kriteriji

Apzimé trijstira malas garumu

leglst nevienadibu x < 10

Par ideju, ka jaizmanto trijstlra nevienadiba
leglst nevienadibu x > 5

Uzraksta atbildi

R W R DR

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 1 13 21 25 24 32 101 | 26 20 40 39 254
Videji iegltais punktu skaits 7,20

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — geometrija/algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktara, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdra perimetra aprékinasana,
2) trijstdra nevienadiba,
3) nevienadibu sastadiSana un atrisinasana.

L 1 1 1 1 1010
9.2. Pieradit, ka —+—+—+...+ = .
1-3 35 5.7 2019-2021 2021

Atrisinajums. levérojam, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba

1 1 ( 1 1 >
2n—-1)2n+1) 2\2n—-1 2n+1
Tapéc pieradamas vienadibas kreisas puses izteiksmi var parveidot forma:
1 1 1 1

13735 5.7t " T 2010 2021

7

_1(1 1>+1(1 1>+1(1 1>+ +1( 1 1 )_

~2\1 3/ 2\3 5/ 2\5 7 2\2019 2021/
1,1 1 1 1 1 1 1 1

5(1‘5*5‘5*5‘7*'“*%‘@)-
levérojam, ka $aja izteiksmeé paradas pretéji skaitli, kuru summa ir O, Iidz ar to péc vienkarsosanas

paliek tikai divi saskaitamie Zun (— ;), tatad
1 2021
1 N 1 N 1+ N 1 _1(1 1)_1 2020 1010
1-3 3.5 5.7 777 72019-2021 2
kas ari bija japierada.

1 2021

2 2021 2021
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Veértesanas kriteriji

Par pareizu atbildi 2

Pamatots, ka . —— l( r 1 ) 4
(2n-1)(2n+1) 2\2n-1 2n+1

Katrs saskaitamais uzrakstits ka divu dalu starpiba 2

Ar korektiem parveidojumiem iegust pareizo atbildi 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 36 299 | 110 |38 22 20 8 10 16 9 5 23
Vidéji iegltais punktu skaits 1,59

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums par induktiviem spriedumiem (skat. teoriju pielikuma)
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) darbibas ar algebriskam dalam,
2) dalas parveidoSana par divu dalu starpibu.

9.3. Divas rinka Iinijas w; un w, iek3€ji pieskaras punkta A (w, atrodas w; iekSpusé) un w; centrs
neatrodas w-, iekSpusé. Rinka linijas w; diametrs AB Skérso w, punkta C. Zinams, ka w, hordas DE,
kas iet caur C perpendikulari AB, garums sakrit ar BC garumu. Aprékinat w; un w, diametru garumu
attiecibu ':—l;.

1. atrisinajums. Simetrijas dé] CD = CE un péc dota BC = 2CD (skat. 97. att.). Péc krustisku
hordu Tpadibas ieglistam, ka BC - CA = CD? jeb 2CD - CA = CD?, noka ieglistam AC = %CD.Tétad

3

cD
AB = BC + AC = 2CD + 1ep = ECD un varam aprékinat prasito 4B _ 2_ =
2 2 AC ECD
D
w
A
b 0)1e R
W3
FE

97. att.

2. atrisinajums. Apziméjam 0D = 01A = R un 0,A = 0,C =, kur O un O, ir attiecigi rinka
Mniju w; un w, centri (skat. 97. att.). levérojam, ka BC = AB — AC = 2R - 2r,
0,C =0,A—AC =R —2r un simetrijas de|] CD = %BC =R —r. Péc Pitagora teorémas
taisnlenka trijstari 0, CD ieglstam, ka CD? = 0,D? — 0,C?. Lidz ar to esam ieguvusi vienadojumu:

1 2
(EBC) = 01D2 - 01C2;
(R-1r)2=R?-(R-21)%
R? —2Rr + 1% = R> — R?> 4+ 4Rr — 4r%;
R? — 6Rr + 512 = 0.
Izmantojot grupésanas panémienu, sadalam kreisas puses izteiksmi reizinatajos:

R?> —Rr —5Rr + 5r? = 0;
R(R—r)—5r(R—1)=0;

(R-r)(R-5r)=0.

124



Reizinajums ir O tikai tad, ja kads no reizinatajiem ir 0. Tatad iespé&jami divi gadijumi:
e R—r=0jebR =r,kas neder, jo rinka linijas Saja gadijjuma sakrit;
2R R

e R —5r =0jeb R = 5r, tatad varam aprékinat prasito AB_2R_ER_p,
AC 2r T

Vértésanas kriteriji

1. atrisinajums. Par ziméjumu, kura attélots tikai dotais 0
Secina, ka CD = CE 1
Secina, ka BC = 2CD 1
legiist, ka AC = %CD 4
AB
- . - 45 4
Aprékina prasito C
2. atrisinajums. Par zimé&jumu, kura attélots tikai dotais 0
Izsaka nogrieznus BC, 0,C, CD ar doto rinka liniju radiusiem 3
Pé&c Pitagora teorémas taisnlenka trijstari 0, CD iegist CD? = 0,D? — 0,C? 1
leglst vienadojumu R?2 — 6Rr + 5r2 =0 2
AB
- - 4ab 4
Aprekina prasito "
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 16 277 | 134 |82 15 6 3 8 2 6 6 41
Videji iegltais punktu skaits 1,65

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) krustisku hordu Tpasiba,
2) nogrieZznu garuma izteikSana,
3) Pitagora teoréma.

9.4. Uz katras no 2N kartitém uzrakstits viens naturals skaitlis no 1 [idz N, katrs skaitlis uzrakstits uz
tieSi divam kartitém. Kartites jasaliek rinda vienu aiz otras ta, lai starp kartitém, uz kuram uzrakstits
skaitlis k, atrastos tiesi k citas kartites. Vai kartites var salikt prasitaja veida, jaa) N = 4, b) N = 5?

Atrisinajums. a) J3, kartites var salikt, pieméram, skat. 98. att.
4] 1] 3] 1] 2| 4] 3] 2]
98. att.

b) Pienemsim, ka ir izdevies salikt kartites rinda ta, ka prasits. Sanumurésim tas péc kartas ar
naturaliem skaitliem no 1 lidz 10 (skat. 99. att.).

- rrrrfrfrfr |

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
99. att.

Paradisim, ka ir para skaits kartiSu, kas atrodas vietas ar para numuriem. No divam kartitem, uz
kuram uzrakstits skaitlis 2, viena atrodas vieta ar para numuru, otra — vieta ar nepara numuru. Tas
ir speka art kartitém, uz kuram rakstits 4.

Tatad no Sim Cetram kartitém divas atrodas vietas ar para numuru, bet otras divas — vietas ar
nepara numuru.

Abas kartites, uz kuram ir rakstits viens un tas pats nepara skaitlis (1, 3 vai 5), atrodas vietas, kuru
numuriem ir vienada paritate (tas ir, abi ir para vai abi nepara), tatad tas izmaina para vietas esoso
kartiSu skaitu par para skaitli (0 vai 2).

Redzam, ka kopa vietas ar para numuriem atrodas para skaits kartiSu (tapat ari vietas ar nepara
numuriem).
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Bet pavisam ir 5 vietas ar para numuriem un 5 vietas ar nepara numuriem, iegita pretruna, tatad
prasito izdarit nevar.

Vértésanas kritéeriji

Par a) gadijumu (kopa 5 punkti)

Uzrakstits, ka kartites var salikt prasitaja veida 1
Paradits pareizs kartisu izvietojums 4
Par b) gadijumu (kopa 5 punkti)

Uzrakstits, ka kartites nevar salikt prasitaja veida 1
Par pamatojumu, ka kartites nevar salikt prasitaja veida 4
Par atseviskiem piemeériem, ka kartites nevar salikt 1

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 17 99 86 31 8 3 32 177 |91 26 9 17

Videji iegltais punktu skaits 4,32

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSa pieméra atrasana,

2) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iespéjams.

9.5. Dota N X N ritinu tabula, kura visas diagonales ir sanumurétas péc kartas ar skaitliem no 1 lidz
2N — 1. Visas rutinas, kas pieder vienai diagonalei, ierakstits $is diagonales numurs (pieméram, 100.
att. paradits tabulas aizpildijums, ja N = 5). Pieradit, ka visam naturalam N vértibam visu tabula

ierakstito skaitlu summa ir kada naturala skait]a kubs!
1 2 3 4 5

8

112]3]4]5] ",
2|3]4]5]6] ",
3l4l5]6]7] ",
4]15]6]7(8] "
5/6|7]8]9

100. att.

1. atrisinajums. Aplikojam tadas divas rutinas, kas ir simetriskas attieciba pret galveno diagonali,
kas iet caur visam rtinam, uz kuram rakstits skaitlis N. Ja viena no tam atrodas uz diagonales, kura
ir k diagonales "pirms" galvenas diagonales, tad otra atrodas uz diagonales, kura ir k diagonales
"aiz" galvenas diagonales, tas nozimé, ka tajas ir ierakstiti attiecigi skaitli (N — k) un (N + k) un to
summa ir 2N. Tas nozimg, ja abus $ajas ratinas esosos skaitlus (N — k) un (N + k) aizstaj ar N, tad
to summa nemainas. Ta izdarot ar visiem simetriskajiem ratinu pariem, iegtiistam kvadratu, kura
visas N+ N = N? ritinas ierakstits skaitlis N, tatad visu kvadrata ierakstito skaitlu summa ir
N2?-N = N3,

2. atrisinajums. levérojam, ka vismazaka ir pirmaja rinda ierakstito skaitlu summa, bet katra
nakamaja ta ir par N lielaka neka iepriekseja rinda. Ja pirmas rindas skaitlu summa ir
s=1+2+--+ N, tad otras rindas skaitlu summa ir (s + N), treSas rindas skaitju summa ir
(s + 2N), ..., pédegjas rindas skaitlu summa ir (s + (N — 1)N). Tatad visu tabula ierakstito skait|u
summa ir

Ns + N1+2+-+(N-1)= NA+2+-+N) + N-Wz
N-(N+1) N-(N-1) N
N - + N- -

(N2 — 2 _ N3
> > 2(N N+ N4+ N) =N-.
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Vértesanas kriteriji

1. atrisinajums. Par ideju, ka jaizmanto simetrija 2
Pamato, ka divas ratinas, kas ir simetriskas attieciba pret galveno diagonali, 6
ierakstitos skait|us var aizstat ar N

Aprékina visu tabula ierakstito skaitlu summu N3 2
2. atrisinajums. Pamato, ka katra nakamaja rinda skaitlu summa ir par N lielaka 2
neka iepriekséja rinda

Uzraksta visu tabula ierakstito skaitlu summu, saskaitot katra rinda esoSo skaitlu 3
summu

Parveidojot iegito izteiksmi, iegist, ka visu tabula ierakstito skaitlu summa ir N3 5
Par atseviskiem derigiem piemériem 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 28 109 |77 172 |34 49 39 31 9 13 2 33
Videji iegltais punktu skaits 2,84

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — algebra/skait)u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) simetrija pret taisni,
2) objektu skaitisana,
3) aritmétiskas progresijas pirmo n locek|u summas aprékinasanas formula.

10. klase

10.1. Pieradtt, ka katram naturalam n izpildas vienadiba
12 22 n? nn+1)
- + _— + eee + = .
1-3 3-5 2n-1)2n+1) 22n+1)
Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
2 .
Indukcijas baze. Jan = 1, tad S Ejeb 1=1
13 23 3 3
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,

12 22 k? k(k+1)

_ Y —— 4+ = :

1-3 3-5 Rk-1)2k+1) 2QR2k+1)
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k + 1, tas ir,

12 22 (k + 1)? k+Dk+1+1)
13735 +(2(k+1)—1)(2(k+1)+1)_ 2k+1D+1)
12 22 (k +1)? (k+1)(k+2)
13735 " " 2krDRkT3) 202k +3)

Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:
12 22 k? (k + 1)? k(k+1) (k +1)?

13 35 " Tk Dek+ D Ck+DEk+3)  202k+1) T Qk+ D2k +3)

induktivais pienemums

k+1 /k k+1 k+1 [2k?+ 3k + 2k + 2 (k +1)(2k? + 5k + 2)
=2k+1(§+2k+3>=2k+1< 202k + 3) >= 2k + D22k +3)
C(k+ DR+ DKk +2)  (k+1D(k+2)

Rk +1)2Q2k+3) 2Rk +3)

Secinajums. Ta ka vienadiba ir patiesa, jan = 1, un no ta, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet,
ka vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.
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Vértesanas kriteriji

Parbaudita indukcijas baze

Uzrakstits induktivais pienémums

Uzrakstits, kas japierada (induktiva pareja)

Pieradita induktiva pareja (veikti korekti parveidojumi, lai iegltu vajadzigo)
Secinats, ka vienadiba ir patiesa visam naturalam n vértibam

RO R R R

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 4 31 48 49 69 50 33 16 10 30 42 238
Vidéji iegltais punktu skaits 6,30

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par matematiskas indukcijas metodi (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par matematiskas indukcijas metodi,
2) indukcijas bazes parbaude,
3) induktiva pienémuma uzrakstisana,
4) induktivas parejas veiksana,
5) ekvivalentu parveidojumu veikSana.

10.2. Vai eksisté tads dazadmalu trijstdris, kura malu garumi ir naturali skaitli, kas veido geometrisko
progresiju?
Atrisinajums. J3, eksiste, pieméram, trijstdris ar malu garumiem 4, 6 un 9, jo Sie skaitli apmierina
trijstira nevienadibu: 4+ 6 > 9,4+ 9 > 6 un 6 + 9 > 4 untie veido geometrisko progresiju, kuras
pirmais loceklis ir 4 un kvocients 1,5.

Vértésanas kritériji

Par pareizu atbildi

Paradits derigs piemeérs

Paradtts, ka izpildas trijstira nevienadiba

Paradits, ka malu garumi veido geometrisko progresiju

[ = T =

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 50 200 | 170 | 100 |30 10 1 0 2 5 10 42
Vidéji iegitais punktu skaits 1,88

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) geometriskas progresijas definicija,
2) trijstura nevienadiba,
3) atbilstoSa pieméra atrasana.

10.3. Divas rinka linijas w; un w, ieks€ji pieskaras punkta A (w, atrodas w, iekSpusé) un w; centrs
neatrodas w-, iekSpusé. Rinka linijas w; diametrs AB Skérso w, punkta C. Pieskares BF, kas no B
vilkta pret w,, un w; hordas DE, kas iet caur C perpendikulari AB, garumi sakrit. Aprékinat w; un
w, diametru garumu attiecibu %.

1. atrisinajums. Simetrijas del CD = CE (skat. 101. att.) un péc dota BF = 2CD. Péc pieskares-
sekantes Tpasibas ieglistam, ka BF2 = BC - AB jeb4CD? = BC - AB un péc krustisku hordu Tpasibas
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BC - AC = CD?, no ka iegiistam 4BC - AC = BC - AB jeb 4AC = AB. Lidz ar to esam ieguvusi, ka
AB

— =14,
AC
D
Wi
F
» A
B O\.C [0
wo
E
101. att.

2. atrisinajums. Apziméjam 0D = 044 = R un 0,A = 0,C =, kur O un O, ir attiecigi rinka
fniju w; un w, centri (skat. 101. att.). levérojam, ka 0,C =0;A—AC =R —2r un
0,B = AB — AO, = 2R — r. Péc Pitagora teorémas taisnlenka trijsturi O,CD un BF O, ieglistam

e (CD?=0,D?—-0,C?>=R?—(R—2r)%>=4Rr — 4r%
e BF?=0,B?>—-0,F? = (2R —1r)? —r%? = 4R? — 4Rr.
Ta ka simetrijas dé] CD = %BF, tad 4CD? = BF? un iegilistam vienadojumu
16Rr — 1612 = 4R? — 4Rr
R? —5Rr+4r?=0.
Izmantojot grupésanas panémienu, sadalam kreisas puses izteiksmi reizinatajos:
R®*—Rr —4Rr +4r? =0
RR—r)—4r(R—-1r)=0
(R=7r)(R—4r)=0.
Reizinajums ir 0 tikai tad, ja kads no reizinatajiem ir 0. Tatad iespé&jami divi gadijumi:
e R—r=0jebR =r,kas neder, jo rinka linijas Saja gadijuma sakrit;
2R R

e R —4r = 0jeb R = 4r, tatad varam aprekinat prasito BBy
AC 2r T

Vértésanas kriteriji

1. atrisinajums. Par ziméjumu, kura attélots tikai dotais 0
Secina, ka CD = CE 1
Secina, ka BF = 2CD 1
leglst, ka 4AC = AB 6
Aprekina prasito AB: AC 2
2. atrisinajums. Par ziméjumu, kura attélots tikai dotais 0
Izsaka nogrieznus 0,C un O, B ar doto rinka liniju radiusiem 1
Péc Pitagora teorémas taisnlenka trijstari O;CD un BFO, iegist CD? un BF? 4
(izsaka ar radiusiem)

leglst vienadojumu R? — 5Rr + 4r2 =0

Aprekina prasito AB: AC 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 27 386 | 107 |40 13 8 6 1 2 2 3 25
Videji iegltais punktu skaits 1,01

129



Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktudra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pieskares-sekantes 1pasiba,
2) krustisku hordu Tpasiba,
3) nogrieZnu izteiksana,
4) Pitagora teoréma.

10.4. Uz katras no 2N kartitéem uzrakstits viens naturals skaitlis no 1 lidz N, katrs skaitlis uzrakstits uz
tieSi divam kartitém. Kartites jasaliek rinda vienu aiz otras t3, lai starp kartitém, uz kuram uzrakstits
skaitlis k, atrastos tiesSi k citas kartites. Vai kartites var salikt prasitaja veida, jaa) N = 6, b) N = 7?

Atrisinajums. a) Pienemsim, ka ir izdevies salikt kartites rinda ta, ka prasits. Sanumurésim tas péc
kartas ar naturaliem skaitliem no 1 lidz 12 (skat. 102. att.).

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12.
102. att.

Paradisim, ka ir nepara skaits kartiSu, kas atrodas vietas ar para numuriem. No divam kartitém,
uz kuram uzrakstits skaitlis 2, viena atrodas vieta ar para numuru, otra — vieta ar nepara numuru.
Tas ir speka ari kartitém, uz kuram rakstits 4 un ari 6. Tatad no §im seSam kartitém tris atrodas vietas
ar para numuru, bet otras tris — vietas ar nepara numuru.

Abas kartites, uz kuram ir rakstits viens un tas pats nepara skaitlis (1, 3 vai 5), atrodas vietas, kuru
numuriem ir vienada paritate (tas ir, abi ir para vai abi nepara), tatad tas izmaina para vietas esoso
kartiSu skaitu par para skaitli (0 vai 2).

Redzam, ka kopa vietas ar para numuriem atrodas nepara skaits kartiSu (tapat ari vietas ar nepara
numuriem).

Bet pavisam ir 6 vietas ar para numuriem un 6 vietas ar nepara numuriem, ieglita pretruna, tatad
prasito izdarit nevar.

b) Ja, kartites var salikt, pieméram, skat. 103. att.

[ 5] 2 7] 3] 2] 6] 5] 3] a] 1] 7] 1] e[ 4]

103. att.
Vérteésanas kritériji

Par a) gadijumu (kopa 5 punkti)
Uzrakstits, ka kartites nevar salikt prasitaja veida 1
Par pamatojumu, ka kartites nevar salikt prasitaja veida 4
Par atseviskiem piemeériem, ka kartites nevar salikt 1
Par b) gadijumu (kopa 5 punkti)
Uzrakstits, ka kartites var salikt prasitaja veida 1
Paradits pareizs kartisu izvietojums 4

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 32 184 | 129 |62 24 6 23 86 43 11 3 17
Videji iegitais punktu skaits 2,66

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstosa pieméra atrasana,
2) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iespéjams.
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10.5. Dota N X N ratinu tabula, kura visas diagonales ir sanumurétas péc kartas ar skaitliem no 1 lidz
2N — 1. Katram i, kur 1 < i < 2N — 1 visas rutinas, kas pieder diagonalei ar numuru i, ierakstits
i-tais nepara skaitlis péc kartas (piemeram, 104. att. paradits tabulas aizpildijums, ja N = 5).
Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu N vértibu, ka visu tabula ierakstito skaitJu summa ir kada

naturala skaitla kvadrats!
1.2 3 4 5

579
7911],
91113
911/13/15].
11131517

104. att.

N e |

© [N =

1. atrisinajums. Apltkojam kadas divas ritinas, kas ir simetriskas attieciba pret galveno diagonali,
kas iet caur visam ratinam, uz kuram rakstits skaitlis 2N — 1 . Ja viena no tam atrodas uz diagonales,
kurair k diagonales "pirms" galvenas diagonales, tad otra atrodas uz diagonales, kura ir k diagonales
"aiz" galvenas diagonales, tas nozimé, ka tajas ir ierakstiti attiecigi skaitli (2N — 1 — 2k) un
(2N — 1 + 2k) un to summa ir 4N — 2.

Tas nozimé, ja abus 3ajas ratinas esosos skaitlus (2N — 1 — 2k) un (2N — 1 + 2k) aizst3j ar
2N — 1, tad to summa nemainas. Ta izdarot ar visiem simetriskajiem ritinu pariem, iegistam
kvadratu, kura visas N - N = N? ritinas ierakstits skaitlis 2N — 1, tatad visu kvadrata ierakstito
skaitlu summa ir N2 (2N — 1). Ja 2N — 1 ir kada naturala nepara skaitla k kvadrats (tas ir,

2
2N—1=k?jeb N = % kur k — jebkurs naturals nepara skaitlis), tad tabula ierakstito skaitju

. - o k(K% 41 - - - - o i -
summa ir naturala skaitla % kvadrats. Ta ka naturalu nepara skaitlu ir bezgaligi daudz, tad ari

derigu N veértibu ir bezgaligi daudz.

2. atrisinajums. levérojam, ka vismazaka skaitlu summa ir pirmaja rinda, bet katra nakamaja rinda
summa ir tiesi par 2N lielaka. Ja pirmas rindas rutinas ierakstito skaitlu summa ir s, tad otraja rinda
skaitlu summa ir s + 2N, tresSaja rinda skaitju summa ir s + 4N, ..., pédéja rinda skaitlu summa ir
s+ 2(N — 1)N. Visu tabula ierakstito skaitlu summair Ns + 2N(1+ 2+ -+ (N — 1)).

Aprékinam pirmas rindas skaitju summu: s=1+3+5+--+Q2N-1)=1+1+2)+

+(1+4)++(1+2(N-1)==N+2(1+2+..+(N—-1)) =N+ NN —-1) = N2

Lidz ar to visas tabulas skaitlu summa ir N3+ N?(N —1) = 2N3 — N? = N?(2N —1). Ja
2N — 1ir kadda naturala nepara skait|a k kvadrats (tasir, 2N —1 = k? jeb N = %, kur k —jebkurs

k(k?+1)

naturals nepara skaitlis), tad tabula ierakstito skaitlu summa ir naturala skaitla - kvadrats. Ta

ka naturalu nepara skaitju ir bezgaligi daudz, tad ari derigu N veértibu ir bezgaligi daudz.

Vértésanas kriteériji

1. atrisinajums. Par ideju, ka jaizmanto simetrija 2
Pamato, ka divas rutinas, kas ir simetriskas attieciba pret galveno diagonali, 5
ierakstitos skaitlus var aizstat ar 2N — 1

Aprékina visu tabula ierakstito skaitlu summu N?(2N — 1) 1
Pamato, ka ir bezgaligi daudz derigu N vértibu 2
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2. atrisinajums. Pamato, ka katra nakamaja rinda skaitlu summa ir par 2N lielaka 2
neka iepriekseja rinda

Uzraksta visu tabula ierakstito skaitlu summu, saskaitot katra rinda esoSo skaitlu 3
summu

Parveidojot ieglto izteiksmi, ieglst, ka visu tabula ierakstito skaitlu summa ir 4
N%(2N - 1)

Pamato, ka ir bezgaligi daudz derigu N vértibu 1
Par atseviskiem derigiem piemériem 2

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 10
Skolénu skaits | 48 306 | 130 |56 18 9 8 5 6 4 4 26
Videji iegltais punktu skaits 1,35

(o]
[Ye]

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — algebra/skait)u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) simetrija pret taisni,
2) objektu skaitisana,
3) aritmétiskas progresijas pirmo n locek|u summas aprékinasanas formula.

11. klase

11.1. Pieradtt, ka visam naturalam n vértibam 62" + 19" — 2"*1 dal3s ar 17.
1. atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 6% + 19! — 22 = 51, kas dalas ar 17.
Induktivais pienémumes. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, jan = k, tas ir, 62X + 19k — 2k+1

dalas ar 17.

Induktiva pdreja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess ari, ja n=k+1, tas ir,
62k+2 4 19k+1 _ 2k+2 q3)3s ar 17.

Parveidojam izteiksmi:

62k+2 + 19k+1 _ 2k+2 = 36 - 62k +19- 19k —2. 2k+1 —
=19 (6% +19% — 2F*1) 4 17 - 62K + 17 - 2K+,
17 17 17

Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 17, tad ari summa dalas ar 17.

Secindjums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no ta, ka apgalvojums ir patiess, jan = k,
izriet, ka apgalvojums ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam
vértibam.

2. atrisinajums. Apskatam doto izteiksmi péc modula 17:

62" 4+ 19" — 2"l =36 + 19" — 22" = 2" + 2" — 22" = 0 (mod 17).

Vértésanas kriteériji

1. atrisinajums

Parbaudita indukcijas baze

Uzrakstits induktivais pienémums

Uzrakstits, kas japierada (induktiva pareja)

Pieradita induktiva pareja (tas ir, ka 62%*2 4+ 19k+1 — 2k+2 qa|3s ar 17)

Secinats, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam n vértibam

2. atrisinajums

Par ideju, ka jaapskata izteiksme péc modula 17

legiits, ka 62" = 2™ (mod 17)

legits, ka 19" = 2™ (mod 17)

Uzrakstits, ka 2"+t = 2- 2n

Pamatots, ka 62" + 19" — 2™*1 = 0 (mod 17)

e N S S S

P ERPNDN PR
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 9 29 40 30 76 56 12 14 12 35 81 91
Videji iegltais punktu skaits 5,67

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par matematiskas indukcijas metodi (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par matematiskas indukcijas metodi,
2) indukcijas bazes parbaude,
3) induktiva pienémuma uzrakstisana,
4) induktivas parejas veiksana,
5) ekvivalentu parveidojumu veiksana.

11.2. Bezgaligas augosas aritmétiskas progresijas locekli ir naturali skaitli. Pieradit, ka taja ir tads
loceklis, kura desmit cipari péc kartas ir piecinieki.

Atrisinajums. Apziméjam aritmétiskas progresijas diferenci ar d un izvélésimies tadu naturalu
skaitli n, kuram d < 10™. Aplakojam 10™ péc kartas sekojosus naturalus skaitlus, no kuriem pirmais
sakas ar m pieciniekiem un beidzas n nullem un m > 10 ir izvéléts tads, lai Sis pirmais skaitlis batu
lielaks neka musu aritmétiskas progresijas pirmais loceklis:

5555...55500..00; 5..500..01; 5..500..02; .., 5..599..98; 5..599..99.

m piecinieki n nulles
Ta ka Sie ir vairak neka d péc kartas sekojosi naturali skaitli, tad vismaz viens no tiem piederés

dotajai aritmeétiskajai progresijai, un taja ir vismaz 10 piecinieki péc kartas.

Vértésanas kritériji

‘ Par atseviskiem piemériem Ne vairak ka 4 ‘

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 35 247 117 | 19 18 24 4 1 4 5 0 11
Vidéeji iegltais punktu skaits 1,13

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktara, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) aritmétikas progresijas definicija,
2) vispariga algoritma izveido$ana.

11.3. Divas rinka linijas w, un w-, aréji pieskaras. Taisne t pieskaras w; punkta A, bet w, — punkta B. Ir
novilkts w; diametrs AC un no punkta C — pieskare CD pret w, (D — pieskarSanas punkts). Pieradit,
ka AC = CD!

1. atrisinajums. Ar 0, un O, apziméjam attiecigi rinka liniju w; un w, centrus, bet ar K — rinka
[Tniju pieskarSanas punktu (skat. 105. att.). Ta ka AC L AB un BO, 1 AB, tad ¥B0O,K = «C0+K ka
ieksejie Skérslenki pie paralelam taisnem AC un BO,. Tad ari ¥BK0O, = ¥CK0; ka vienadsanu
trijstiru CO.K un BO,K lenki pie pamata trijstiros ar vienadiem virsotnes lenkiem. Tatad punkts K
ir nogriezna BC iekséejs punkts.

Taka AC ir diametrs, tad «CKA = 90° un péc Eiklida teorémas taisnlenka trijsttri CAB iegustam,
ka AC? = CK - CB.

Péc pieskares-sekantes Tpasibas ieglistam, ka CD? = CK - CB.

Tatad AC? = CD? unlidz ar to AC = CD.
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C Wa
w1 K OQ
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_ t
A B

105. att.

2. atrisinajums. Apziméjam 0;A = 0,C = r un 0,B = 0,D = R, kur O, un O, ir attiecigi rinka
[Tniju w; un w, centri (skat. 106. att.). Novelkam O;E L O,B un O,F 1 0,C, kur E € O,B un
F € 0,.Taka 0,0, =7+ RunO,E =R —, tad péc Pitagora teorémas A0, E O, ieglstam

0,E? = (0,0,)> — 0,E* =(r +R)>— (R—71)? = 4Rr.
levérojam, ka AB? = 0,E? = 0,F? = 4Rr un 0,E=F0,=R-—r. Tatad
CF =C0, —F0,=1r—(R—r1)=2r — R un péc Pitagora teorémas ACF 0, ieglistam
0,C? = CF? + 0,F? = (2r — R)? + 4Rr = 4r? + R?.
Apskatam ACDO,
CD? = 0,C* — 0,D? = 4r? + R? — R? = 4r2.
Lidzarto CD = 2r un AC = 2 - 0,4 = 2r, un esam pieradijusi, ka AC = CD.

D
C s
w1 F O-z
o) DE
t
A B
106. att.

Vértésanas kritériji

1. atrisinajums

Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais 0
Pamato, ka punkts K ir nogriezna BC ieksejs punkts 4
leglist, ka AC?> = CK - CB 3
legiist, ka CD? = CK - CB 2
Secina, ka AC = CD 1
2. atrisinajums

Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais 0
Izsaka nogrieznus 0, A un O, B ar doto rinka liniju radiusiem 1
Novelk O, E un O,F 1
Péc Pitagora teorémas taisnlenka trijstari 0, E O, iegist, ka 0,E? = 4Rr 2
Péc Pitagora teorémas taisnlenka trijstari CFO, iegist, ka 0,C? = 4r? + R? 2
P&c Pitagora teorémas taisnlenka trijstari CDO, iegist, ka CD? = 4r? 2
Secina, ka AC = CD 2

Skolenu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 17 313 |75 42 16 7 1 2 0 2 0 10
Videéji iegtais punktu skaits 0,79
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) lenki pie paralélam taisném,
2) Eiklida teoréma,
3) pieskares-sekantes ipasiba,
4) Pitagorateoréma.

11.4. Pa apli uzrakstiti 10 naturali skaitli, kuru summa ir 100. Zinams, ka jebkuru tris péc kartas esosu
skaitlu summa ir vismaz 29. Kadu lielako vértibu var pienemt lielakais no Siem desmit skaitliem?

Atrisinajums. Lielakais no Siem skaitliem var bt 13, tad skaitli var bat izvietoti, pieméram, ka

paradits 107. att. Pieradisim, ka lielakais skaitlis nevar bat lielaks ka 13. Apziméjam lielako skaitli ar

a un paréjos 9 skaitlus sadalam tris trijniekos. Skaitlu summa katra trijnieka ir vismaz 29, tapéc
a<100 — 3-29 = 13.

13 9
9 10
10 10
10 9
9 11
107. att.
Vértésanas kriteriji
Par atbildi, ka lielakais no skaitliem var bt 13 2
Par pareizu piemeéru 3
Par pamatojumu, ka lielaks skaitlis nevar bat 5

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 9 130 |29 22 32 17 84 43 35 20 14 50
Videji iegltais punktu skaits 4,09

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSa pieméra atrasana,
2) pamatojums, ka atrasta vertiba ir lielaka iespéjama.

11.5. Atrisinat veselos skaitJos vienadojumun3 = (n — 1)3 + (n — 2)3 + (n — 3)3.
Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto vienadojumu:
n=nd-3n?+3n—-1+n®—6n*>+12n—-8+n%—-9n% + 27n — 27;
2n% — 18n? + 42n — 36 = 0;
n® —9n? +21n—18 = 0.
levérojam, ka 63 = 53 + 43 + 33, tatad n = 6 ir dota vienadojuma sakne un vienadojumu
n3 —9n? + 21n — 18 = 0 var parveidot forma (izdalot polinomu ar binomu (n — 6)):
n—-6)(n*-3n+3)=0.
Vienadojumam n? — 3n + 3 = 0 nav veselu saknu, joD = 9 — 12 < 0.
Piezime. Ta ka vienadojuma veselas saknes var but tikai briva locek|a dalitaji, tad var parbaudit
visas iespéjamas vértibas +1; +2; +3; +6; +9; +18.
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Vértesanas kriteriji

Parsaknin =6 2
Par pamatojumu, ka citu saknu nav 8

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 120 |54 109 |50 18 20 14 12 15 8 58
Vidéji iegltais punktu skaits 3,21

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) salsinatas reizinasanas formula (a — b)® = a® — 3a?b + 3ab? — b3,
2) polinoma sadalisana reizinatajos,
3) polinoma ar veseliem koeficientiem veselo iesp&jamo saknu parbaude.

12. klase

12.1. Virkne (x,,) definéta rekurenti: x; = 1, x, = =3, x3 = =29 un X4 3 = 9x 42 — 26X, + 24x,
visiem naturaliem n. Pieradit, ka x;,, = 2™ 4+ 3™ — 4" visiem naturaliem n.
Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1,tadx; =21 +3' -4l =1.Jan=2,tadx, =22+ 32— 4?2 = —-3.]a
n=3,tadx; =23 + 33 —43 = -29.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka formula ir spéka, jan =k, n=k+1unn =k + 2, tas
ir,
X = 2k + 3k _ 4k , Xpp1 = 2k+1 + 3k+1 _ 4_k+1 un Xppp = 2k+2 + 3k+2 _ 4k+2.
Induktiva pdreja. Pieradisim, ka formula ir spéka ari tad, ja n=k+3, tas ir,
Xp43 = 2k+3 + 3k+3 _ 4k+3.
Izmantojot induktivo pienémumu, ieglistam
Xp+3 = Mppp — 26X 41 + 24x, = 9(2K+2 4 3k+2 — gk+2) _ pg(2k+1 4 3k+1 _ g4k+1) 4
+24(2% + 3% —4k) =2%(9-4—-26-2+24) +3%(9:-9—-26-3 +24) —
—4K(9-16 — 264 + 24) = 2K -8+ 3K . 27 — 4% - 64 = 2K+3 4 k43 _ gk+3
Secinajums. Ta ka formula ir patiesa, jan =1, n = 2 unn = 3, un no t3, ka formula ir spéka, ja
n=k,n=k+1unn=k+ 2, izriet, ka formula ir spéka ari n = k + 3, secinam, ka formula ir
spéka visam naturalam n vértibam.

Vértésanas kritériji

Parbaudita indukcijas baze (n = 1; n = 2; n = 3)

Uzrakstits induktivais pienémums

Uzrakstits, kas japierada (induktiva pareja)

Pieradita induktiva pareja (tas ir, ka xj, .3 = 2K*3 4 3k+3 — 4k+3)
Secinats, ka formula ir patiesa visam naturalam n vértibam

e N S S S

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 16 77 52 21 18 5 10 27 14 21 26 133
Videji iegltais punktu skaits 5,47
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Uzdevums ir standartuzdevums par matematiskas indukcijas metodi (skat. teoriju pielikuma).
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot $o uzdevumu:
1) izpratne par matematiskas indukcijas metodi,
2) izpratne par rekurenti definétu virkni,
3) indukcijas bazes parbaude,
4) induktiva pienémuma uzrakstisana,
5) induktivas parejas veiksana,
6) ekvivalentu parveidojumu veik$ana.

12.2. a) Paradi vienu veidu, ka 108. att. figlras katra rQtina ierakstit veselu skaitli ta, lai jebkura
taisnstlri 1 X 3 vai 3 X 1 ierakstito skaitju summa batu 2020 un ari visu trispadsmit ierakstito skaitju
summa batu 2020. b) Paradi, ka prasito izdarit, lai figlira batu ierakstiti péc iespéjas vairak dazadi
skait]i!

108. att.

Atrisinajums. a) Skat., pieméram, 109. att., kur figlras labaja pusé noraditas atbilstoSaja rinda
esoSo skaitlu summas, visu figlra ierakstito skaitlu summa ir 3S+S+0+S—4S =S, kur
S =2020.

b) Lielakais atskirigo skaitlu skaits ir 9, pieméram, skat. 109. att., kur S = 2020. Pamatosim, ka
vairak atskirigu skaitlu nevar ierakstit. Apskatam rindu, kura ir ierakstiti pieci skaitli (skat. 110. att.).
Takaa+b+c=2020unb +c+d = 2020, tad a = d un simetrijas dé] b = e. Tatad 3aja rinda
ir ierakstiti lielakais tris atskirigi skaitli. Art kolonna, kura ir ierakstiti pieci skaitli, lielakais tris no tiem
var but dazadi. Tatad lielakais atskirigo skaitu skaitsir 13 — 4 = 9, jo pavisam ir 13 skaiti un vismaz
4 ir vienadi ar kadu citu.

35 35

105 |-45|-5S8 S

0 |=5|25, 0 =S| o

-85| 35 | 65 S
-4 —4S8 a b c d e
109. att. 110. att.

Veértésanas kriteériji

Par a) gadijumu (kopa 5 punkti)

Paradits pareizs piemérs (der arT atsauce uz b) gadijuma pieméru) 4
Parada, ka piemérs apmierina visas uzdevuma prasibas 1
Par b) gadijumu (kopa 5 punkti)

Paradits pareizs piemérs, kura ierakstiti 9 dazadi skaitli 1
Parada, ka piemérs apmierina visas uzdevuma prasibas 1
Pamato, ka nevar bat ierakstiti vairak ka 9 atskirigi skait|i 3
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 23 141 | 50 17 7 31 71 20 10 7 8 35
Videji iegltais punktu skaits 3,15

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare —

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstosa pieméra atrasana,
2) pamatojums, ka atrasts lielakais iespéjamais dazado skaitu skaits.

12.3. Dots trijsturis ABC, kura <A < «C. Uz malas BC pagarinajuma izvéléts punkts D ta, ka B atrodas
starp C un D un BD = AB. Uz lenka ABC bisektrises izvéléts punkts F ta, ka <BAE = XACB.
Nogriezni BE un AC krustojas punkta F. Taisne, kas novilkta caur punktu E paraléli CD, krusto
nogriezni AD punkta G. Pieradit, ka AG = BF.

Atrisinajums. Pieradisim, ka AABF = AEGA (skat. 111. att.).

Ta ka peéc bisektrises definicijas «CBF = «FBA un péc dota <«BAE = <ACB, tad
ABFC = 4«BEA. Tatad ¥BEA = 4<BFC = XAFE, tapéec AFAE ir vienadsanu trijsttris un AE = AF.

levérojam, ka XEGA = XCDA ka kaps|u lenki pie paralélam taisném EG un CD. Ta ka trijstaris
ABD ir vienadsanu, tad <BDA = ¥BAD. levérojam, ka XABC = <BAD + ¥BDA ka trijstiura ABD
arejais lenkis, tatad «2FBA = 24BAD jeb <«BAD = «FBA. Lidz ar to XEGA = <ABF.

Izmantojot, ka <AFB ir trijstira FCB ar€jais lenkis, ieglistam

AAFB = XACB + <CBF = XEAB + <BAD = XEAG.
Ta ka XEGA = ¥ABF un XEAG = ¥AFB, tad arl XAEG = <FAB.
Tatad AABF = AEGA péc pazimes Ymf un AG = BF ka atbilstosas malas.
E C

111. att.

Vértésanas kriteriji

Par zimeéjumu, kura attélots tikai dotais

Pamato, ka AE = AF

Pamato, ka <EGA = <ABF

Pamato, ka <AFB = <FEAG

Pamato, ka <AEG = <FAB

Secina, ka AABF = AEGA péc pazimes fmf

Secina, ka AG = BF ka atbilsto$as malas vienados trijstliros

R R, RN WNO

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 23 164 | 58 38 29 29 5 6 7 6 6 49
Videji iegltais punktu skaits 2,62
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdru vienadibas pazimes,
2) lenku izteiksana,
3) lenki pie paralélam taisném,
4) trijstara aréjais lenkis.

12.4. Debesskrapi, kura strada profesors Ciparins, ir 500 stavi un ta lifta ir neparasta vadibas pults: taja
var ievadit naturalu skaitli n, kas neparsniedz 100, nospiest pogu <uz augsu> vai < uz leju> un lifts
brauks n stavus attiecigi uz augsu vai uz leju. Ta, pieméram, parasti profesors Ciparins, lai aizbrauktu
no 1. stava uz savu kabinetu 314. stava, brauc uz augsu tris reizes pa 100 staviem, un tad vienu reizi
13 stavus uz augsu.

Diemzel Sortt izradijas, ka lifts ir sallizis, un reizém tas brauc nepareiza virziena, tas ir, var gadtties,
ka ta vieta, lai brauktu n stavus uz augsu, tas aizbrauc n stavus uz leju (un otradi). Paradiet, ka ar
saltzuso liftu profesors Ciparins var nok|ut no 1. stava uz savu kabinetu 314. stava, ja zinams, ka lifts
nekad neaizbrauc nepareizi 7 reizes péc kartas, tas ir, ja tas ir seSas reizes péc kartas kludijies, tad
septitaja tas noteikti aizbrauks pareizaja virziena.

Piezime. Lifts nebrauc zemak par 1. un augstak par 500. stavu. Ja, pieméram, tam jabrauc no 3.
stava 5 stavus uz leju, tas aizbrauc lidz 1. stavam un tur apstajas.

Atrisinajums. Vispirms ar liftu vajag uzbraukt 100 stavus uz augsu lidz 101. stavam, to var izdarit
atkartoti ievadot n = 100 un spiezot <uz augSu>, vismaz viena no pirmajam septinam reizém tas
brauks uz augsu.

Talak paradisim, ka ar $o liftu var uzbraukt 1 stavu uz augsu. Tad, $o atkartoti izmantojot, varésim
noklit lidz jebkuram stavam.

levadisim 1 un nospiedisim <uz augsu>:

e ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat.

e janeg, tad tas nobrauks 1 stavu uz leju, un tad ievadisim 2 un nospiedisim <uz augsu>:

o ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
O jang, tad tas nobrauks 2 stavus uz leju (kopa jau esam 3 stavus uz leju), un tad ievadisim
4 un nospiedisim <uz augsu>:
= ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
® ja ng, tad tas nobrauks 4 stavus uz leju (kopuma jau esam 7 stavus uz leju), un tad
ievadisim 8 un nospiedisim <uz augSu>:
e ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
e jang, tad tas nobrauks 8 stavus uz leju (kopuma jau esam 15 stavus uz leju), un
tad ievadisim 16 un nospiedisim <uz augSu>:
o ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
O jané,tad tas nobrauks 16 stavus uz leju (kopuma jau esam 31 stavu uz leju),
un tad ievadisim 32 un nospiedisim <uz augsu>:
= ja lifts uzbrauks uz augsu, tad esam klat,
® jané, tad tas nobrauks 32 stavus uz leju (kopuma jau esam 63 stavus uz
leju), un tad ievadisim 64 un nospiedisim <uz augSu>. Ta ka iepriek$éjas
6 reizes lifts ir aizbraucis pretéja virziena, tad tagad tas noteikti brauks
uz augsu un meés noklisim tiesi vienu stavu uz augsu no sakotnéja.

Vértesanas kriteriji

Par atseviskiem piemériem Ne vairak ka 4
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 32 215 |40 28 14 20 6 2 6 7 9 41
Videji iegltais punktu skaits 2,19

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) lifta darbibas principa izpratne,
2) vispariga algoritma izveidosana,
3) gadijumu Skirosana.

12.5. Zinams, ka naturali skaitli x un y ir tadi, ka x? + y2 + 1 dalas ar 13. Pieradit: a) x? — y? nedalas
ar 13, b) tiesi viens no skaitliem x*, y*, x* + y* + 1 dalas ar 13.
Atrisinajums. Apskatam, kadi atlikumi rodas, ja naturala skaitla kvadratu dala ar 13.
n(mod13) O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n?(mod13) 0 1 4 9 3 12 10 10 12 3 9 4 1
Ta ka péc dota x2 + y? + 1 dalas ar 13, tad secinam, ka x2 + y? = 12 (mod 13). levérojam, ka
ir tikai divi skait]a kvadratu atlikumu pari, kas summa dod 12, tie ir (0; 12) vai (3;9).
a) Apskatot abus gadijumus, redzams, ka neviena no tiem x? — y? nedalas ar 13.
b) Apskatam abus gadijumus.
e Ja atlikumu paris ir (0; 12), tad tiesi viens (tas skaitlis, kur$ dod atlikumu 0) no skaitliem x*
vai y* dalas ar 13, bet otrs nedalas, un x*+y*+1=0+122+1=(-1)2+1=
= 2 (mod 13), tatad 3aja gadijuma tiesi viens no skaitliem x*, y*, x* + y* + 1 dalas ar 13.
e Jaatlikumu paris ir (3;9), tad x* = 32 = 9 (mod 13) un y* = 92 = 81 = 3 (mod 13), bet
tada gadijumax®* + y*+ 1 =3+ 9 + 1 = 0 (mod 13), lidz ar to tiesi viens no skaitliem x*,
y*, x*+ y* + 1 dalas ar 13.

Vértésanas kriteriji

Uzraksta, kadi atlikumi rodas, ja naturala skaitla kvadratu dala 13 2
Secina, ka x? + y2 = 12 (mod 13) 1
Secina, ka ir tikai divi skaitla kvadratu atlikumu pari, kas summa dod 12 1
a) gadijums — pamato, ka neviena no abiem gadijumiem x? — y? nedalas ar 13. 2
b) gadijums — par katru gadijumu (tas ir, ka prasitais izpildas, ja ir atlikumu paris 4
(0;12) un (3;9))

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 35 228 | 61 16 17 3 6 8 0 6 4 36
Videji iegltais punktu skaits 1,76

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par atlikumu,
2) darbibas ar kongruencém,
3) gadijumu SkiroSana.
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Valsts olimpiade - 2020

9. klase

(Bn-1)(n+4)

9.1. Kadam naturalam n vértibam izteiksmes vértiba ir vesels skaitlis?

Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto izteiksmi:
Bn-1)n+4) 3n°+1ln-4 3n(n+2)+5n—-4 3n(n+2) 5(n+2)-14
n+2 - n+2 B n+2 T on+2 n+2 B

14
=3n+5————
n+2

Ta ka 3n + 5 ir naturals skaitlis, tad dotas izteiksmes vértiba bis vesels skaitlis tikai tad, ja ;—iz ir

vesels skaitlis, bet tas iespéjams, ja (n + 2) ir skaitla 14 dalitajs. levérojot, ka n ir naturals, ieglstam,
kan+2=7vain+ 2 = 14, no ka ieglistam, kan = 5vain = 12.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | O 22 2 39 1 12 0 1 1 1 1 9
Videji iegltais punktu skaits 2,82

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) ekvivalentu parveidojumu veiksana,

2) veselas dalas atdaliSana dalveida izteiksmei,

3) skaitla dalitaju atrasana.

9.2. Atrast visus naturalos skaitjus B intervala 1 < B < 99, kuriem izpildas $ada Tpasiba: jebkuram
naturalam skaitlim C, kuram B < C < 100 irspeka B<V < C, kurV = 1+B+C+100 ir skaitlu 1, B,
C, 100 videjais aritmétiskais.
Atrisinajums. Péc dota 1 < B < (€ < 100. Ta ka B < C, tad var pienemt, ka C = B + x, kur
1 < x <99 — B. Lidz ar to iegustam, ka Cetru doto skaitlu vid€jais aritmetiskais ir
V_1+B+B+x+100_2B+x+101
B 4 B 4 '
Nemot véera, ka jaizpildas nevienadibam B < V < (C, ieglistam

2B + x + 101
B<ZZ T T <B4y

4B < 2B+ x + 101 < 4B + 4x.
Parrakstot ieglto divkarso nevienadibu ka nevienadibu sistému, ieglistam
{43 <2B+x+101 ieb {ZB <101+ x
2B+ x+ 101 < 4B + 4x 2B > 101 — 3x’
levérojam, ja nevienadiba izpildas ja x = 1, tad ta izpildas ari lielakiem x. Tapéc tas, ka Si
nevienadiba izpildas visiem x = 1 ir ekvivalents apgalvojumam, ka ta izpildas pie x = 1. Tatad
{ZB <102 ieb {B <51
2B =98 B > 49
Lidz ar to esam ieguvusi, ka jebkurai derigai C vértibai ir speka sakariba B <V < C,jaB ir49, 50
vai 51.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 15 25 7 1 3 5 3 5 2 7 9
Videéji iegtais punktu skaits 3,67
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izteiksmju novertésana,
2) nevienadibu sistémas sastadiSana un atrisinasana.

9.3. Punkts R atrodas uz stara OB un punkti P un @ atrodas uz stara OA ta, ka OP < 0Q un
LORP = ¥BRQ. Lenka RPA bisektrise krusto staru OB punkta T. Pieradit, ka QT ir <RQA
bisektrise!

Atrisinajums. Pagarinam nogriezni PR, tad <ORP = «<NRB ka krustlenki (skat. 112. att.) un lidz
ar to art BRQ = <NRB. Izmantojot bisektrises 1pasibu, iegistam, ka punkts T atrodas vienada
attaluma no

e lenka NRQ malam NR un RQ, tasir, TC = TD;
e lenka QPR malam PR un PQ, tasir, TC = TE.

Tatad TD = TE un esam ieguvusi, ka punkts T atrodas vienada attaluma no lenka RQA malam.
Lidz ar to péc bisektrises pazimes esam ieguvusi, ka punkts T atrodas uz XRQA bisektrises jeb QT ir
LRQA bisektrise.

112. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 14 64 6 1 0 0 0 0 0 0 0 4
Vidéeji iegltais punktu skaits 0,64

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apakSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) bisektrises ipasiba,
2) bisektrises pazime.

9.4. Vai eksiste tadi Cetri dazadi a) naturali skaitli, b) pirmskaitli a, b, c,d, ka vienlaicigi izpildas sadi
nosacijumi:

e b+c+ddalasara,

e c+d+adalasarb,

e d+a+bdalasarc,

e a+b+cdalasard?

Atrisinajums. a) Ja, eksisté. Skaitliem 1, 2, 3, 6 izpildas visi uzdevuma nosacijumi:
e 2+ 3+ 6dalasarl,
e 1+3+6dalasar?2,
e 1+2+6dalasar3,
e 1+ 24 3dalasarb6.

b) N€, neeksisté. levérojam, ka
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e a+ (b+ c+d)dalasara (jo abisaskaitamie dalas ar a),
e b+ (c+d+a)dalasarb,
e c+(d+a+b)dalasarc,
e d+(a+b+c)dalasard.

Ta ka a,b,c,d ir pirmskaitli, tad a + b + ¢ + d dalas ar abcd, no ka izriet, kaa+b+c+d =
abcd. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka a<b<c<d. Tada gadijuma
a+b+c+d<4d < abcd,jo pat tris mazako atskirigo pirmskaitlu reizinajums 2 -3 -5 > 4. Esam
ieguvusi pretrunu, tatad neeksisté tadi Cetri dazadi pirmskaitli, kuriem izpildas visi uzdevuma
nosacijumi.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 3 8 2 0 1 54 10 4 3 2 2 0
Videji iegtais punktu skaits 4,07

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktidra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) atbilstoSa pieméra atrasana,
2) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iespéjams,
3) pirmskait]a definicija,
4) summas novertésana.

9.5. Vai kubu ar izmériem 12 X 12 X 12 iespéjams salikt no kiegeliem, kuru izmériir 1 x 1 x 8?
Atrisinajums. Pamatosim, ka prasito nevar izdarit. Sadalam kubu 9 mazakos kubos, kuru izméri ir
4 X 4 X 4, un iekrasojam tos ka Saha galdinu (skat. 113. att.). Pavisam ir 64 - 14 = 896 melni un
64 - 13 = 832 balti kubini ar izmériem 1 X 1 X 1. Ta ka katrs kiegelis parklaj 4 melnus un 4 baltus
kubinus ar izmériem 1 X 1 X 1 (skat. 114. att.), tad, ja no Siem kiegeliem bltu salikts kubs, tas
saturétu vienada skaita melnos un baltos kubinus ar izmériem 1 X 1 X 1, bet 896 # 832.

113. att. 114. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 13 47 16 5 1 1 0 0 0 0 3
Videji iegltais punktu skaits 1,55

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iesp&jams,
2) invariantu metode — krasosana.
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10. klase

10.1. Pieradtt, ka skaitlim 20193 + 20203 + 20213 ir vismaz 20 dazadi pozitivi dalitaji!
Atrisinajums. Apziméjam n = 2020 un parveidojam doto skaitli:
m—-1D*+n*+(n+1)3*=n*-3-n*+3-n—-14+n*+n*+3-n*+3-n+1=
=n-(3n?+6)=n-3-(n?+2)=22-5-101-3-(2020% + 2).
Ta ka naturalam skaitlim x = pfl . pfz S pl,;{", kur p; ir dazadi pirmskaitli, pavisam ir
(ky + 1)(ky; +1)..(k,, + 1) dazadi naturalie dalitaji, tad dotajam skaitlim ir vismaz
C+1DA+1DA+ 1A+ 1) =24 dazadi dalitdji, pat nepemot véra reizinatdju 20202 + 2.
Patiesiba dotajam skaitlim ir 640 dazadi dalitaji.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 5 3 4 0 2 1 2 6 0 2 37
Vidéji iegltais punktu skaits 7,52

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) dalttaju atrasana,
2) dalitaju skaita noteiksana,
3) sadaliSana pirmreizinatajos.

10.2. Zinams, ka x? + y2 + xy = 3. Kada var bat x + y vértiba?

1. atrisindjums. Pamatosim, ka x?+y?+xy> % (x +y)2. Veicam ekvivalentus

parveidojumus:
3 3 3
x?+y*+xy = x? +§xy+Zy2
1x2 +1y2 —lxy >0
4 4 277
x2+y2—2xy=>0
(x —y)*>=0.

Ta ka ieglta patiesa nevienadiba, tad ari dota nevienadiba ir patiesa. Lidz ar to esam ieguvusi, ka
3 2% (x+y)?jeb4>(x+y)? tatad —2<x+y < 2.

Vel japarada, ka visam vértibam Saja intervala ir atbilstoSas x un y veértibas. Apzimeéjam
x+y=1t(—2 <t < 2). Nodotas vienadibas iegtstam

x2+2xy+y*—xy=3 = xy=x+y)?-3 > xy=t*-3.

Sastadam kvadratvienadojumu a? — ta + t> — 3 = 0, kura saknu summa ir a; + a, =t un
saknu reizindjums ir a;a, = t2 — 3. Ja §im vienadojumam ir atrisinajums dotai t vértibai, tad ta
saknes ir meklétas x un y vértibas. Aprékinam diskriminantu D = (—t)? —4-1-(t? —3) =
=12 —3t?, taka —2 <t < 2, tad t? < 4, tatad visam pielaujamajam t vértibam D > 0. Tatad
—2<x+y<2.

2. atrisinajums. Apziméjam x = u + v un y = u — v. levietojot apziméjumus dotaja vienadiba,
iegustam

w+v)2+@Ww—-v)?+@Ww+v)(u—-v)=3
w? +2uw+ v +u? -2uw+vi+ut—-v?=3
3u? + v? = 3.
Lai pédéja vienadiba batu patiesa, tad —1<u<1.Takax+y=(u+v)+ (u—v) = 2u, tad
—2<x+y<?2
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Skolenu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 4 26 17 5 0 5 0 0 0 0 5
Videji iegltais punktu skaits 2,42

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) pilna kvadrata atdali$ana, lietojot saisinatas reizindsanas formulu a? + 2ab + b? = (a + b)?,
2) izteiksmes vertibas novertésana.

10.3. Taisnlenka trijstlrt ABC, kura <ABC = 90°, novilkts augstums BD, nogriezna BD viduspunkts ir
E. Punkti F un G ir attiecigi nogrieznu AD un CD viduspunkti. Pieradit, ka <AEC + <FBG = 180°.
Atrisinajums. levérojam, ka AABD~ABDC péc pazimes ¥¢, jo XADB = <BDC = 90° un

IBAD = 90° — <ABD = «DBC (skat. 115. att.). Tatad trijstiru malas ir proporcionalas, tas ir,

5D — 4D T3ka AD = 2FD un BD = 2ED, tad 22 = 2. |idz ar to ABDF~ACDE péc pazimes mfm.
CcD BD CD ED

Tatad «FBD = «DCE = 90° — «<DEC jeb <FBD + «<DEC = 90°.
Lidzigi pierada, ka <GBD + XAED = 90°.
Tatad XAEC + <FBG = (XAED + ¥DEC) + (¥FBD + ¥GBD) = 90° + 90° = 180°.
B

115. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 3 12 6 12 0 3 0 0 1 1 1 25
Videji iegltais punktu skaits 5,18

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstdru hdzibas pazimes,
2) lenku izteikSana.

10.4. Apluakojam skaitlu virkni 7; 737; 73737; 7373737; ..., kuras pirmais loceklis ir 7 un katru nakamo
ieglst, ieprieksejam pierakstot gala 37. Pieradit, ka neviens Sis virknes loceklis nedalas ar 17.

Atrisinajums. Apziméjam virknes loceklus ar s = 7, s; = 737, s, = 73737, ...

Redzams, ka virkné ir speka sakariba s, .4 = 100s, + 37. PatieSam, skaitli pareizinot ar 100 tam
tiek gala pierakstitas divas nulles, bet pieskaitot 37 Sis nulles parvérsas par 37, tatad Si operacija
pieraksta skaitla gala 37. Apzimésim ar a;, atlikumu virkni, kas rodas s, dalotar 17, a; = s, mod 17.
Mums japierada, ka virkné (a;) nav nevienas nulles.

Arivirknes a;, katrs loceklis (tapat ka virknei s ) ir atkarigs tikai no iepriekséja

Ax4+1 = Sk4q mod 17 = 100s, + 37 mod 17 = 15a;, + 3 mod 17.
lzmantojot So formulu un to, ka ay = 7 mod 17 = 7, aprékinasim virknes a;, pirmos locek]us.
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8

ay (mod 17) 7 6 8 4 12 13 11 15 7
Esam ieguvusi, ka a; = ag = 7. Ta ka Saja virkné katrs loceklis ir atkarigs tikai no ieprieksgja, tad
Stvirkne bus periodiska ar periodu 8: no t3, ka a; = ag, secinam, ka a; = ao, tad a, = a4 utt.
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Ta ka starp pirmajiem 8 locekliem Saja virkné nav nevienas nulles, tad, ta ka ta ir periodiska, tad
ari talak taja nebus nevienas nulles.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 8 30 1 0 4 1 4 0 2 3 3 8
Videji iegltais punktu skaits 3,25

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) rekurences sakaribas izveidoSana,
2) darbibas ar kongruencém,
3) periodiskas atlikumu virknes iegtsana.

10.5. Dotas Cetras péc aréja izskata vienadas monétas, katras monétas masa ir 20 g vai 21 g. Ka noteikt
katras monétas masu ar tris svérSanam uz elektroniskajiem svariem, kas rada uz svariem uzlikto
monétu kopéjo masu?

Atrisinajums. Apziméjam monétas ar A, B, C, D. Pirmaja svérSana uz svariem liekam A un B.
e JaA+B =40vai A+ B =42, tad A un B masas jau zinamas, tas attiecigi ir 20 g un 20 g vai
21 gun 21 g. Péc tam ar divam svérSanam atrodam C un D masu.
e JaA+ B =41, tad otraja svérsana uz svariem liekam A un C.
oJaA+C =40 un A+ C =42, tad zinam A un C masu, tatad ari B masu. Tresaja
svérsana uz svariem liekam D un nosakam tas masu.
oJaA+C=41, tad no ta, ka A+ B =A+C, secinam, ka B = C. Tre$aja reizé uz
svariem liekam B, C un D. levérojam, ka B + C ir para skaitlis (40 vai 42). Apskatot visus
iespéjamos svérsanas iznakumus, iegustam katras monétas masu, skat. 116. att.

B+C B+C+D D B C A
40 60 20 20 20 21
40 61 21 20 20 21
42 62 20 21 21 20
42 63 21 21 21 20

116. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | O 0 2 4 8 13 5 1 1 6 3 21
Vidéji iegitais punktu skaits 6,39

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par svaru darbibas principu,
2) vispariga algoritma izstrade,
3) visu gadijumu apskatisana.
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11. klase

2020
m—2019’

11.1. Dota funkcija f(x) = mx? + (m — 1)x +
augosa intervala (1;2)?
1. atrisinajums. leveérojam, ka m # 2019. Lai funkcija butu augosa, jaizpildas nevienadibai
f(1) < f(2). Atrisinam 3o nevienadibu:

Ar kadam parametra m vertibam funkcija ir

fm-1+—20 it m—1)-24+ 220
mem m—2019 AT m — 2019
2m—1<6é6m-—2
1

VEél jagaranté, ka parabolas virsotne neatrodas intervala (1; 2). Ta ka m vértibas ir pozitivas, tad
parabolas zari ir vérsti uz augsu un, lai dotaja intervala funkcija butu augosa, jaizpildas nevienadibai
. 1- .. o . . 1
x, < 1jeb Z—T;n < 1. Reizinot nevienadibu ar 2m > 0, iegistam 1 —m < 2m jebm > 3 Lidz ar to

funkcija ir augosa intervala (1;2), jam € E, 2019) U (2019; +0).

2. atrisinajums. levérojam, kam # 2019.Jam < 0, tad parabolas virsotnes abscisa x,, = 12_—mm <
0, kas nozimég, ka funkcija nav augosa dotaja intervala. Ja m = 0, tad iegtstam f(x) = —x — %

un ta ir dilstosa funkcija. Ja m > 0, tad parabolas zari ir vérsti uz augSu un, lai dotaja intervala
- v e = T . - .
funkcija butu augosa, jaizpildas nevienadibai Z—n:n < 1. Reizinot nevienadibu ar 2m > 0, iegustam

1-m<2m jeb mZ%. Lidz ar to funkcija ir augosa intervala (1;2), ja me€ [%;2019) U
(2019; + ).

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 5 6 3 3 5 6 0 3 6 12 10
Vidéji iegtais punktu skaits 5,90

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktira, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par uzdevumu ar parametru,
2) funkcijas pasibas,
3) nevienadibas sastadiSana un atrisinasana.

11.2. Aplukojam virkni 1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4, 4, 5; 5; 5; 5; 5; 6; 6; 6; 6; 6; 6; ..., kura katrs naturalais
skaitlis k tiek atkartots k reizes. Pieradit, ka $is virknes n-to locekli var aprékinat péc formulas
[Vzn +3].

Ar [x] apziméjam skait]a veselo dalu, tas ir, lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x. Pieméram,
[3,1] = 3,[17] = 17, [6,99] = 6.

Atrisinajums. Katrs naturals skaitlis k dotaja virkné atkartojas k reizes, noskaidrosim, ar kadiem
indeksiem (kuras pozicijas) tas taja paradas.

Pirms pirma skaitla k ir viens vieninieks, divi divnieki, tris trijnieki, ..., (k — 1) skaitlis (k — 1),
tatad kopa ir

k? — k
142+ 4k -1) =—;
skaitli. Tatad skaitlim k indeksi $aja virné bis
LSinLINPHE. sl SPYL l S
2 ) 2 ) R ] 2 )

2_
jeb, citiem vardiem, jebkurs skaitlis k Saja virkné paradas ar indeksu kz—k +i,kurl <i<k.
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Lai pieradttu formulu, japierada, ka visiem naturaliem k un visiem naturaliem 1 < i < k izpildas

(54wl =x e [Tz =

Vienadiba [x] = y, kur y ir naturals skaitlis izpildas tad un tikai tad, ja y < x <y + 1, tapéc
vienadiba parveérsas par divkarso nevienadibu

1
kS\/kZ—k+2i+§<k+1

Atnemot é un kapinot kvadrata, iegustam
1\? 1\°
k——) <k2—k+2i< <k+—)
( 2 2

! <2i< 2k + !

- <2 —.

4 4
Redzams, ka pédéja nevienadiba ir patiesa visiem 1 <i < k. Ta ka visi parveidojumi bija

ekvivalenti (kvadrata tika kapinatas pozitivas izteiksmes), tad sakotnéja izteiksme art ir speka.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 17 29 2 2 0 0 0 0 0 0 1 10
Videji iegltais punktu skaits 2,61

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) virknes veidoSanas principa izpratne,

2) izpratne par skaitla veselo dalu,

3) virknes locek|u indeksu novértésana,

4) nevienadibas sastadisana un pieradisana.

11.3. Cetrstiiris ABCD ievilkts rinka Iinija. Pieradit, ka trijstiros ABC, BCD,CDA, DAB ievilkto rinka
[Tniju centri ir taisnstira virsotnes!
Atrisinajums. Ja X un Y ir attiecigi AABD un AABC ievilkto rinka liniju centri (skat. 117. att.), tad
AY un BY ir attiecigi ¥{BAC un <ABC bisektrises. Tatad

1
SAYB = 180° — (SBAY + SABY) = 180° — — (<BAC + <ABC) =
1
= 4BAC + 4ABC + SACB — 5 (BAC + 4ABC) =

1 1 1
=3 (¥BAC + <ABC + <ACB) + §<ACB =90° + E{ACB.

Lidzigi <AXB = 90° + %qADB .
Ta ka XACB = <ADB ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, tad <AYB = <AXB.
Tatad punkti A4,X,Y,B atrodas uz vienas rinka I[inijas. Lidz ar to «<XYB = 180° — <XAB =

— 180° — %{DAB.

Ja Z ir ABCD ievilktas rinka inijas centrs, tad lidzigi ieglistam, ka <ZYB = 180° — %qDCB.
Izmantojot Sis divas vienadibas, ieglistam

1 1
<XYZ = 360° — <XYB — 4ZYB = 360° — (180° — 5 «DAB) ~ (180° — 5 <DCB) =

1 1
=~ (2DAB + <DCB) = - - 180° = 90"

Lidzigi pierada, ka arT paréjie Cetrstara lenki ir taisni, tatad tas ir taisnstiris.
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117. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 15 7 24 11 0 1 0 0 0 0 0 3
Videji iegltais punktu skaits 1,74

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) trijstari ievilktas rinka linijas centrs atrodas bisektrisu krustpunkta,
2) lenku izteiksana,
3) ievilkto lenku 1pasiba,
4) taisnstura pazime.

11.4. Zinams, ka trisciparu skaitlis abc ir pirmskaitlis un ka vienadojumam ax? + bx + ¢ = 0 ir divas
realas saknes. Vai var gadities, ka $is saknes ir a) veseli skaitli, b) racionali skait]i?
Atrisinajums. a) N&, saknes nevar bt veseli skaitli. levérojam, ka ¢ # 0, jo pretéja gadijuma

abc nav pirmskaitlis. Tas nozimé, ka O nav vienadojuma sakne. Ja x>0, tad
ax? + bx + ¢ > ¢ > 0. Tatad vienadojumam var bit tikai negativas saknes. Apziméjot saknes ar
—X;, —X, un sadalot kreisas puses izteiksmi reizinatajos, ieglistam
ax? + bx + ¢ = alx + x;)(x + xy).
Pienemsim, ka Sis saknes ir veseli skaitli. Ja x = 10, tad ieglstam

a(10 + x,)(10 + x,) = 100a + 10b + ¢ = abc.
Tatad esam ieguvusi, ka abc ir salikts skaitlis, kas ir pretruna ar doto. Lidz ar to vienadojumam
nav veselu saknu.

b) Né, saknes nevar bit racionali skaitli. Pienemsim pretéjo, ka saknes vienadojumam ir

racionalas, tas ir, —% un —Z—z, kur pq,qq ir savstarpéji pirmskaitli un ari p,, q, ir savstarpéji
1 2

pirmskaitli. Sadalam vienadojuma kreiso pusi reizinatajos:

2 P1 P2 a
ax?+bx+c=alx+—|(x+=) = (q1x + p1)(q2x + p2).
q1 q: 414>

levietojot x = 10, ieglstam

a
(10q; + p,)(10g, + p,) = 100a + 10(

&+&>+p1p2 =100a + 10b + ¢ = abc
91 92 419>

a(10gq; + p1)(10q, + py) = abc - q192-
Pamatosim, ja kvadratvienadojuma ax? + bx + ¢ = 0 sakne irs (nesaisinama dala), tad a dalas

142

argq.
levietojam vienadojuma ax? + bx + ¢ = 0 ta sakni x = s un parveidojam ieguto identitati:

a<g)2+b<§>+c:0

ap® + bpqg +cq* =0
q(cq + bp) = —ap*.
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Ta ka péedéjas vienadibas kreisa puse dalas ar g, tad ari labas puses izteiksmei jadalas ar g. Nemot
véra, ka péc pienémuma p un q ir savstarpéji pirmskaitli, secinam, ka a ir jadalas ar q.

Lidz ar to secinam, ka q; ir viencipara skaitlis, jo a ir cipars.

Analogi iegust, ka ¢ dalas ar p;. Tas nozime, ka 10q; + p; ir divciparu skaitlis.

Tatad vienadiba q;q- . abc = a(10q, + p,;)(10q, + p,) nevar pastavéet, jo kreisaja pusé ir
reizinatajs abc (trisciparu pirmskaitlis), bet labaja pusé a ir viencipara skaitlis un paréjie reizinataji —
divciparu. Lidz ar to dota vienadojuma saknes nav racionali skaitli.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 4 23 10 7 3 4 1 0 0 2 0 7
Vidéji iegltais punktu skaits 2,46

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) izpratne par pirmskaitli un saliktu skaitli,
2) skaitla pieraksts,
3) kvadrattrinoma sadalisana reizinatajos,
4) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iespéjams.

11.5. Atrast lielako naturalo skaitli N, kuram ir spéka 1pasiba: lai kuras N ratinas bltu aizkrasotas 4 X 4
ratinu tabula, vienmeér vareés izvéléties divas rindas un divas kolonnas ta, ka katra aizkrasota rutina
atrodas vai nu izvélétaja rinda, vai izvélétaja kolonna (vai abas).

Atrisinajums. Lielaka N vertibair 6. Pamatosim, ja iekrasotas 6 rutinas, tad jebkuram krasojumam
izpildas uzdevuma nosacijumi. Ja kada rinda ir vairak neka divas iekrasotas ratinas, tad izvélamies $o
rindu un vél kadu rindu, kura ir kada iekrasota rutina. Tatad izvélétajas divas rindas jau ir vismaz
Cetras iekrasotas rutinas. Ta ka ir palikuSas divas iekrasotas rutinas, tad pietiek izvéléties divas
kolonnas, lai iekrasotas ratinas atrastos Sajas kolonnas.

Ja neviena rinda nav vairak ka divas iekrasotas ratinas, tad péc Dirihlé principa divas iekrasotas
ratinas ir vismaz divas rindas. lzvélamies $is divas (vai divas no trim, ja tris rindas ir pa divam
iekrasotam ratinam) rindas. Tad izvélétajas divas rindas jau ir tiesi Cetras iekrasotas ratinas. Ta ka ir
palikusas divas iekrasotas rutinas, tad pietiek izvéléties divas kolonnas, lai iekrasotas ratinas atrastos
Sajas kolonnas.

Pamatosim, ka lielakam N vértibam ipasiba nav spéka visam tabulam. Ja N = 7, tad ipasiba nav
speka, pieméram,118. att. dotajam rdtinu izvietojumam. levérojam, ka, izvéloties jebkuras divas
rindas, paliek tris kolonnas, kuras atrodas iekrasotas ratinas.

118. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 7 20 5 6 1 0 4 2 2 0 4 10
Videji iegltais punktu skaits 3,74

Skaidrojums par uzdevumu

Matematikas apaksnozare — kombinatorika.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) atbilstoSa pieméra atrasana,
2) Dirihle princips,
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3) pamatojums, ka lielaku vértibu ieglt nevar.

12. klase

12.1. Geometriskas progresijas pirmais, desmitais un 2020-ais loceklis ir naturals skaitlis. Vai noteikti
ari tas 2019-ais loceklis ir naturals skaitlis?
Atrisinajums. Né, 2019-ais loceklis var nebdt naturals skaitlis, pieméram, ja by =1 € N un
3
q =3/2,tad
9
L4 b10=b1'q9=(?§/§) =23=8€N,

2019

o bygyo = by - q2010 = (W) — 2673 ¢ N,
2016 2
o byg10 = by q?018 = (32) - (V2)" = 2°72 - /4, kas nav naturals skaitlis.
Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu
Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Skolénu skaits | 10 27 4 0 0 0 0 2 2 1 0 28
Vidéji iegltais punktu skaits 4,97

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot o uzdevumu:
1) pretpieméra atrasana,
2) geometriskas progresijas n-ta locekla aprékinasans formula,
3) kapinasana un darbibas ar n-tas pakapes sakném.

12.2. Noteikt izteiksmes (x+y+ z) (i + i + i) vislieldako un vismazako vértibu, ja
1<x,y2z<2020.
Atrisinajums. Parveidojam doto izteiksmi un lietojam nevienadibu % + S > 2:

X z
A4
X zZ X z
Tatad dotas izteiksmes mazaka vértiba ir 9 un to var iegut, jax =y = z.
Lai atrastu izteiksmes F maksimalo vértibu, vispirms pieradisim lemmu.

1 1 1 X A
(x+y+@(—+—+—)=3+—+ +—=3+2+2+2=0.
X Yy Zz y y

Lemma. Funkcija f(x) = x + S, k > 0, dilst pa kreisi no tas minimuma punkta x = vk un aug

pa labi no ta, tas ir,

0< u<v<vk 2fW>fwW) un VE<u<v = f) < f).
Pierdadijums. Apskatam abus gadijumus.
kK k k
fw)>fv) o ——->v-u S %>1 S k> uv.

faw<flv) & —-———<v—-—u & —<1 e k<uw
u v uv

Saskana ar Lemmu fiksétiem y, z € [1; 2020], funkcija
F(x) = C+1)+1 +2) 42243
@=x(S+;)+ 0+ + 4

maksimalo vértibu sasniedz intervala galapunkta, tas ir, kad x = 1 vai x = 2020. Simetrijas dé|
tas pats attiecas uz gadijumiem, kad fikseéjam x,y un x, z. Tatad izteiksme F maksimalo vértibu
sasniedz tad, kad x,y, z € {1; 2020}. Apskatam izteiksmes F veértibu, ja x,y,z € {1; 2020}:
ex=y=z=1vaix =y =2z =2020,tad F(x;x;x) = 9;

ex =y =1unz=2020,tad F(1;1;2020) = 2022 - 2 — = 2222,
2020 204%841-2022
ex =y =2020unz =1,tad F(2020;2020;1) = 4041-1— =
2020 2020

4041-2022
2020

Lidz ar to dotas izteiksmes vislielaka vertiba ir
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 2 11 6 4 1 27 2 12 0 1 0 8
Videji iegltais punktu skaits 4,10

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — algebra.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) nevienadibas % + Z => 2 izmantosana,
2) funkcijas 1pasibu pieradisana,
3) izteiksmes lielakas un mazakas vértibas atrasana un noraditas mainigo vértibas, ar kuram $is
vértibas iegust,
4) pamatojums, ka lielaku un mazaku vértibu ieglt nevar.

12.3. Rinka lnija w ievilkta vienadsanu trapece ABCD, punkts H ir garaka pamata AB viduspunkts.
Punkts M ir viduspunkts tam lokam AB, kas nesatur punktus C un D. Taisnes CD un AM krustojas
punkta X. Zinams, ka nogriezni HX, DM un AC krustojas viena punkta Y un DM = AC. Pieradit, ka
AB? = 2CD>?.

Atrisinajums. Pieradisim, ka H ir rinka linijas w centrs. Ta ka AC = DM, tad CDA = DAM un
AkM = DAM — DA = CDA — DA = CmD (skat. 119. att.). Ta ki uz vienadiem lokiem balstas
vienadas hordas, tad AM = CD. levérojam, ka <MAC = <CDM un <AMD = «DCA ka ievilktie
lenki, kas balstas attiecigi uz vienu un to pasu loku. Tad AAYM = ADYC péc pazimes Ym#f un
MY = YC ka atbilstoSas malas. Esam ieguvusi, ka punkts Y atrodas vienada attaluma no nogriezna
MC galapunktiem. Trijsttris MXC ir vienadsanu, jo XDCM = <AMC ka lenki, kas balstas uz
vienadiem lokiem DAM un ADC, tatad punkts X atrodas vienada attaluma no nogriezna MC
galapunktiem. Lidz ar to XY (jeb XH) ir nogriezna MC vidusperpendikuls. levérojam, ka simetrijas
déel MH ir malu AB un CD vidusperpendikuls. Ta ka Cetrstliris DAMC ir ievilkts Cetrsturis, tad tam
apvilktas rinka linijas centrs atrodas malu vidusperpendikulu krustpunkta, Iidz ar to punkts H ir rinka
[Tnijas w centrs.

Ta ka punkts M ir mazaka loka AB viduspunkts, tad AM = MB. Trijstlris AMB ir vienadsanu
taisnlenka trijstaris, jo balstas uz diametra AB, tad péc Pitagora teorémas AB?> = AM? + MB? =
= CD? + CD? = 2CD?2.

119. att.

Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skolénu skaits | 17 12 11 4 3 3 12 1 1 4 2 4
Videji iegltais punktu skaits 3,56
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Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — geometrija.
Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktudra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) ievilkto lenku 1pasiba,
2) trijstQru vienadibas pazimes,
3) cetrsthrim apvilktas rinka inijas centrs atrodas Cetrstira malu vidusperpendikulu krustpunkta,
4) vienadsanu taisnlenka trijstira pazime,
5) Pitagora teoréma.

12.4. Zinams, ka &etrciparu skaitlis abcd ir pirmskaitlis un ka vienadojumam ax3 + bx? + cx +d = 0
ir tris realas saknes. Vai var gadtties, ka visas $1s saknes ir a) veseli skaitli, b) racionali skait|i?
Atrisinajums. a) Né&, saknes nevar but veseli skaitli. levérojam, ka d # 0, jo pretéja gadijuma

abcd nav pirmskaitlis. Tas nozimé, ka 0 nav vienadojuma sakne. Ja x>0, tad
ax® +bx? + cx+d > d > 0. Tatad vienadojumam var bt tikai negativas saknes. Apziméjot
saknes ar —x;, —X,, —x3 un sadalot kreisas puses izteiksmi reizinatajos, ieglistam
ax® +bx*+cx+d =alx+x)(x + x)(x + x3).
Pienemsim, ka vienadojuma saknes ir veseli skaitli. Ja x = 10, tad iegustam
a(10 4 x;)(10 + x,)(10 + x3) = 1000a + 100b + 10c + d = abcd.

Tatad esam ieguvusi, ka abcd ir salikts skaitlis, kas ir pretruna ar doto. Lidz ar to vienadojumam
nav veselu saknu.

b) Né, saknes nevar bt racionali skaitli. Pienemsim, ka saknes vienadojumam ir racionalas, tas

ir, — %, - % un — %, turklat dalas ir nesaisinamas jeb p; un q; ir savstarpé€ji pirmskaitli. Parveidojam
1 2 3
vienadojuma kreisas puses izteiksmi:
3 2 _ P1 b2 p3\ _ a
ax®*+bx +cx+d=alx+—|(x+—|(x+—) = (q1x + p1)(q2x + p2)(g3x + p3).
a1 'p) as 414243

levietojot x = 10, ieglstam

(10q; + p1)(10g; + p)(10g3 + p3) =

419293
=1000a+1oo(ﬁ+&+@)+1o(ﬂ-@+ﬁ-@+@-@)+&-p—z-@=
91 492 g3 91 92 41 q q2 Qs q91 492 g3

= 1000a + 100b + 10c + d = abcd.
Reizinot abas puses ar q;q,q3; # 0, iegustam

419293 - abcd = a(10q; + p;)(10g, + p,) (1093 + p3).
Pamatosim, ja vienadojuma ax3 + bx? + cx + d = 0 sakne irg (nesaisinama dala), tad a dalas

arq.

levietojam vienadojuma ax3 +bx?+cx+d =0 ta sakni x =§ un parveidojam ieguto

a(§)3+b<§)2+c<§>+d:o;

ap® + bp?q + cq?’p + dq3 = 0;
q(bp® + cqp + dq?) = —ap®.
Ta ka pédejas vienadibas kreisa puse dalas ar g, tad ari labas puses izteiksmei jadalas ar g. Nemot
véra, ka péc pienémuma p un q ir savstarpéji pirmskaitli, secinam, ka a ir jadalas ar q.
Lidz ar to secinam, ka g; ir viencipara skaitlis, jo a ir cipars.
Analogi iegust, ka ¢ dalas ar p;. Tas nozimg, ka 10q; + p; ir divciparu skaitlis.
Tatad vienadiba g,q,qs - abcd = a(10q, + p;)(10q, + p,)(10gs + p3) nevar pastavét, jo
kreisaja pusé ir reizinatajs abcd (Cetrciparu pirmskaitlis), bet labaja pusé a ir viencipara skaitlis un
paréjie reizinataji — divciparu. Lidz ar to dota vienadojuma saknes nav racionali skaitli.

identitati:
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Skolenu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Skaidrojums par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 10
Skolénu skaits | 8 27 9 16 1 5 1 6
Videji iegltais punktu skaits 2,06

Matematikas apaksSnozare — skait|u teorija.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktdra, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:
1) izpratne par pirmskaitli un saliktu skaitli,

2) skaitla pieraksts,

3) tresas pakapes polinoma sadaliSana reizinatajos, ja zinamas polinoma saknes,

4) visparigs pamatojums, ka prasitais nav iesp&jams.

12.5. Kada valsti ir 2020 pilsétas, katra ar katru ir savienota ar celu, celi arpus pilsétam nekrustojas
(izmantoti viadukti). Biznesmenis ar ce|u parvaldi spélé sadu spéli: katru dienu biznesmenis privatizé
vienu celu, bet celu parvalde nojauc desmit neprivatizétus celus. Pieradit, ka biznesmenis var
panakt, ka péc kada laika vinam pieder ciklisks celu marsruts kas iet caur tiesi 70 pilsétam, katra
iegrieZoties tiesi vienu reizi!

Atrisinajums. Vispirms biznesmenis sev var izveidot celu virkni no 67 celiem caur kadam pilsétam
A — Ay — A3—...—Ag7 — Agg- TO noteikti var izdarit, jo pat péc pédeja gajiena celu parvalde ir
nojaukusi tikai 67 - 10 = 670 celus, bet no katras pilsétas iziet 2019 celi. Nosauksim pilsétas
Aq,A,, ..., Agg par zalam.

Nakamaja etapa biznesmenis var sev privatizéet 40 celus, kas iziet no pilsétas A; un iet uz pilsétam
S1,S2,...,840 (skat. 120. att.), kas nav zalas. To noteikti var izdarit, jo no pilsétas A; iziet
2019 — 68 = 1951 cel$ uz pilsétam, kas nav zalas, bet celu parvalde pat pédéja gajiena kopa ir
nojaukusi tikai (67 + 40) - 10 = 1070 celus. Nosauksim pilsétas S, ..., S, par sarkanam.

Ay 4 _ _ Agy - Ags
Sy S, Sao D, D, Dy

120. att.

Nakamaja etapa biznesmenis var sev privatizét 40 celus, kas iziet no pilsétas Agg un iet uz
pilsetam D4, D,, ..., D4, kas nav ne zalas, ne sarkanas. To noteikti var izdarit, jo no pilsétas A4g iziet
2019 — 68 — 40 = 1911 celi uz pilsetam, kas nav ne zalas, ne sarkanas, bet celu parvalde pat
pédéja gajiena kopa ir nojaukusi tikai (67 + 40 + 40) - 10 = 1470 celus.

Sobrid celu parvalde ir nojaukusi 1470 celus, bet 40 sarkanas ar 40 zalajam pilsétam kopa savieno
40 -40 = 1600 celi, tatad vismaz 130 no tiem vél nav nojaukti. Pienemsim, ka nav nojaukts cels,
starp pilsétam S; un D;. Tad pédéja gajiena biznesmenis var privatizét So celu un vins bus ieguvis
ciklisku marsrutu caur 70 pilsétam (skat. 121. att.).

Ay
— ~
Si A,
D;
Agg _ Agy
121. att.
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Skolénu skaits, kas ieguvusi attiecigo punktu skaitu par uzdevumu

Punkti n 0 1 2 3 4 5 6 7 10
Skolénu skaits | 22 30 5 6 3 0 0 0 1 3
Videji iegltais punktu skaits 1,85

Skaidrojums par uzdevumu
Matematikas apaksSnozare — kombinatorika.

Zinasanas, prasmes, atrisinajuma struktura, kas tiek gaiditas no skoléniem, risinot So uzdevumu:

1) interpretacija ar grafiem,
2) vispariga algoritma izveidosana.
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Pielikumi
Nevienadibu pieradisana — pilno kvadratu atdalisana

Teorija un pieméri 9.-12. klasei, gatavojoties Novada olimpiadei 2016./2017. m. g.

Skolas kursa galvenais uzsvars tiek likts uz nevienadibu risinasanu, bet matematikas olimpiadés
nevienadibas ir japierada. Svarigi ir saprast atskirtbu starp nevienadibu risinasanu un pieradisanu.

Atrisinat nevienadibu nozimé atrast visus tas atrisinajumus un pieradit, ka citu atrisinajumu nav.
Visu nevienadibas atrisinajumu apvienojumu sauc par $is nevienadibas atrisinajumu kopu.

Pieradit nevienadibu ar vienu vai vairakiem mainigajiem nozimé pamatot, ka nevienadiba ir patiesa
pie jebkuram pielaujamajam mainigo vértibam.

Divas nevienadibas sauc par ekvivalentam, ja tam ir viena un ta pati atrisinajumu kopa.

Biezi vien nevienadibas pierada, izmantojot ekvivalentus parveidojumus. Tadejadi ieglst
nevienadibu, kuras patiesums ir acimredzams vai viegli noskaidrojams ar elementaru spriedumu
palidzibu.

Nevienadibu ekvivalenti parveidojumi

e Nevienadibas kadu pusi aizstaj ar tai identisku izteiksmi.

e Nevienadibas abam pusém pieskaita vienu un to pasSu skaitli vai izteiksmi, kas nemaina
nevienadibas definicijas apgabalu.

e Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu pozitivu skaitli (vai izteiksmi, kas ir
pozitiva visam mainigo vértibam).

e Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu negativu skaitli (vai izteiksmi, kas
ir negativa visam mainigo vértibam).

e Nevienadibas abas puses kapina kvadrata vai velk kvadratsakni, ja definicijas kopa dotas
nevienadibas abas puses ir nenegativas.

e Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir naturals
nepara skaitlis.

e Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir naturals
para skaitlis un definicijas kopa dotas nevienadibas abas puses ir nenegativas.

Pilno kvadratu atdalisana

Viens no ekvivalento parveidojumu veidiem ir pilno kvadratu atdalisana. Lai atdalitu pilno kvadratu,
izmanto saisinatas reizinasanas formulas:
e (a+b)?=a%+2ab+b?
e (a—b)?=a?-2ab+ b?
e (a+b+c)?=a?+b%+c?+2ab+ 2ac + 2bc.
Biezi vien tikai ar formulu izmantoSanu nepietiek, tapéc jaizmanto ari spriedumi. Visbiezak
izmantotie spriedumi ir $adi:
e jaAiralgebriska izteiksme, tad A% > 0;
e ja Ay, A, .., A, iralgebriskasizteiksmes, tad A% + A3 + .-+ A2 > 0;
e ja Ay, A, ..., A, iralgebriskas izteiksmes un ¢4, ¢, ..., ¢, ir nenegativas izteiksmes, tad
1A% + ¢, A3 + -+ + ¢, A% > 0.

Piezime. A?> + A% + --+ A% = 0 tad untikaitad, jad; = 4, = - = A4, = 0.
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Uzdevumu piemeri

1. Pieradit nevienadibu x? + 8x + y2 — 2y + 17 = 0.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x2+8x+16+y*—2y+1=0;
(X2 4+2-4x+4) + (y*—2y-1+4+12) = 0;
x+4)*+@—-1%=0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pedéjas nevienadibas kreisaja pusé ir divu nenegativu
skaitlu summa, kas ari ir nenegativs skaitlis. Tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ar1 dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

2. Pieradit nevienadibu x% — xy + y? > 0.
1. atrisinajums. Reizinam nevienadibas abas puses ar 2 un veicam ekvivalentus parveidojumus:
2x% — 2xy + 2y? > 0;
(x?2 = 2xy +y%) +x% +y%2 > 0;
(x—y)2+x2+y%2=0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas kreisaja pusé ir tris nenegativu
skaitlu summa, kas ari ir nenegativs skaitlis. Tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

2. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

1 1 3 1\% 3
2 _ 2 (42 _9.,._ =2 T2 — _ - )
X xy+y (x 2°x 2y+4y>+4y (x zy) +4y.

2
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad (x - %y) =0 un %yz = 0. Divu nenegativu skait|u

2
summa ir nenegativa, tapéc (x - %y) + %yz = 0. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad
ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

3. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas nevienadiba a + % = :—ZZ.
Atrisinajums. Abas nevienadibas puses reizinam ar pozitivu izteiksmi a(b + c):
a?(b + ¢) + bc(b + ¢) = 4abc;
a’b + a®c + b%*c + bc? — 4abc > 0;
a’b — 2abc + bc? + a*c — 2abc + b?%c > 0;
b(a? — 2ac + c?) + c(a? — 2ab + b?) > 0;
b(a —c)? +c(a—b)?=0.

Ta ka skait|a kvadrats ir nenegativsun b > 0,¢ > 0, tad b(a — ¢)?> = 0 un c(a — b)? = 0. Divu
nenegativu skaitlu summa ir nenegativa, tapéc pedéja ieguta nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika
veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem pozitiviem skaitliem a,
b unc.

4. Pieradit, ka 2x* + 1 > 2x3 + x2.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
2x*+1-2x3—-x%>0;
x*—=2x3 + x4+ x*=2x2+1>0;
x2(x?-2x+1)+ (x*-1)2>0;
x2(x—1)2+(x?>-1)?2>0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad x?(x — 1)? > 0 un (x? — 1) > 0. Divu nenegativu
skaitlu summa ir nenegativa, tapéc pédéja ieguta nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x.

5. Pieradit, ka x* + 2xy + 3y? + 2x + 6y + 3 = 0.

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x24+2xy+y2+2(x+y)+ 2y +4y+3 = 0;
(c+y)+2(x+y)+ D +2(0*+2y+1) =2 0;

(x+y+1D*+2(y+1*=0.
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Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad (x + y + 1) = 0 un 2(y + 1)? > 0. Divu nenegativu
skaitlu summa ir nenegativa, tapéc pédéja ieglta nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

Citi avoti
o A. Locmele, I. Palma, L. Ramana, A. AndZans «Nevienadibu pieradisanas metodes», 1997
http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/05/Nvd pier.pdf

o J.Herman, R. Kuéera, J. Sim$a «EQUATIONS AND INEQUALITIES. Elementary problems and Theorems in Algebra and
Number Theory», Springer, 2000
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Dirihle princips

Teorija un pieméri, gatavojoties Novada olimpidadei 2017./2018. m. g.

Apskatisim pavisam vienkarSu uzdevumu.

Péterim ir 3 trusi un 2 bdri. Visi trusi atrodas baros. Vai noteikti kada no Siem biriem ir vismaz divi
trusi?

Uz So jautajumu jus visticamak uzreiz atbildésiet: “Nu, protams!” Ja Sada bira nebatu, tad Péterim
katra bart batu ne vairak ka viens trusis. Tatad abos blros kopa bitu ne vairak ka divi trusi, bet Péterim
ir 3 trusi. Lidz ar to noteikti ir tads biris, kura atrodas vismaz divi trusi.

Ja Péterim bGtu 4 trusi un 3 bdari, vai ar tad noteikti bltu tads bdris, kura atrodas vismaz divi trusi?
Bet, ja nu Péterim batu (n + 1) trusis un n bari?

Atbilde, spriezot dzigi, atkal bis apstiprinosa.

1. teoréma (Dirihlé princips). Ja vairak neka n objekti jasadala n grupas, tad noteikti bis tada grupa,
kura atradisies vismaz divi objekti.

Pieradijums. Pienemsim pretéjo, ka neviena grupa nav vairak ka viens objekts. Ta ka grupu pavisam
ir n, tad kopa nav izvietoti vairak ka n objekti, bet grupas ir jasadala vairak neka n objekti. Tatad
pienémums ir aplams un noteikti ir grupa, kura ir vairak neka viens, tas ir, vismaz 2 objekti. ®

- v=

BieZi vien Dirihlé principu formulé sada veida:

,Javairak neka n trusi jaizvieto n biros, tad vismaz viena biri nonaks vairak neka viens (tatad vismaz
divi) trusi.”

Lietojot Dirihlé principu uzdevumu risinasana, galvenais ir izdomat, kas katra uzdevuma bus “bari”
un kas — “trusi”. Uzdevumu risinajuma var gan atsaukties uz Dirihlé principu, gan ari atrisinajumu
veidot, pieméram, lidzigi ka pieradot 1. teorému. Abi $adi risinajumi ir pareizi (skat., piem., nakamo
uzdevumu).

Uzdevumu piemeéri

1. Pulcina ir 13 skoléni. Pieradit, ka no tiem var atrast tadus divus, kas dzimusi viena un taja pasa
meénesi!

1. atrisinajums. Ja katra ménesi butu dzimis ne vairak ka viens skoléns, tad visos ménesos kopa
bltu dzimusi ne vairak ka 12 skolénu, bet pulcina ir 13 skoléni. Tatad noteikti ir tads menesis,
kura dzimusi vismaz divi no $1 pulcina skoléniem.

2. atrisinajums. Saja uzdevuma 13 skoléni ir jasadala 12 grupas (ménesos). Péc Dirihlé principa
noteikti bds ménesis, kura ir dzimusi vismaz divi skoléni, kas ari bija japierada.

2. Doti naturali skaitli no 1 Iidz 8. Pieradit, ka, izvéloties jebkurus piecus no tiem, varés atrast tadus
divus, kuru summa ir 9.

1. atrisinajums. Jebkur$ no pieciem izvéletajiem skaitliem ietilpst viena no $adam grupam
(grupas veidotas no skaitliem, kuru summa ir 9): ,,1 un 8”; ,2 un 7”; ,3 un 6”; ,,4 un 5”. Ja katra
grupa butu ne vairak ka viens skaitlis, tad visas grupas kopa bltu ne vairak ka éetri skaitli, bet ir
jaizvélas pieci skaitli, tatad noteikti ir tada grupa, kura ir divi skaitli, un So skaitlu summa ir 9.

2. atrisinajums. Jebkurs no pieciem izvélétajiem skaitliem ietilpst viena no Sadiem “buriem”:
,1un8”;,2un7”;,3un6”;,4un5”. Tapéc péc Dirihle principa vismaz viena biri nonaks vismaz
2 “trusi” jeb 2 skaitli, kuru summa ir devini.

3. lzliekta 100-stdra virsotnes kaut kada seciba sanumurétas ar naturaliem skaitliem no 1 lidz 100,
katra virsotne ar citu skaitli. Katrai malai aprékina tas galu numuru starpibu (no lielaka skaitla
atnem mazako). Pieradit, ka vismaz divam malam $is starpibas ir vienadas!

Atrisinajums. Ir iespéjamas tikai 99 dazadas starpibas: 1; 2; ...; 99; tie ir ,,bari”. Ir 100 malas,
kam aprékinatas starpibas; tie ir ,trusi”. Péc Dirihlé principa vismaz viena biri bls vismaz 2 trusi
jeb vismaz divam malam Sis starpibas ir vienadas.

159



4. Sniegbaltite uzdavinaja katram no 7 rakiSiem pa 5 konfektém: ,Vaveriti”, ,Margrietinu” un

,Laciti”, pie tam katrs rukitis sanéma vismaz vienu katra veida konfekti. Pieradit, ka ir divi tadi
rakisi, kam vina uzdavinaja vienadus konfeksu komplektus!
Atrisinajums. leverojam, ka skaitli 5 var izteikt ka tris naturalu skaitlu summu tikai divos veidos:
3+1+1 un 2+4+2+1 (nenemot vera saskaitamo secibu). Nemot verta art to, kura no
konfektém pirmaja gadijuma davinata 3 eksemplaros un kura no konfektém otraja gadijuma —
viena eksemplara, iegistam 6 dazadas iespéjas:

“Vaverite” 3 1 1 1 2 2
“Margrietina” 1 3 1 2 1 2
“Lacitis” 1 1 3 2 2 1

Ta ka ir 7 r0kiSi un 6 dazadas iespéjas, ka uzdavinat konfektes, tad péc Dirihlé principa noteikti
ir tadi divi rakisi, kam Sniegbaltite uzdavinaja vienadus konfeksu komplektus.

5. Taisne nokrasota 10 dazadas krasas. Pieradit, ka uz tas var atrast divus punktus, kas nokrasoti
viena krasa un starp kuriem attalums centimetros ir vesels skaitlis!

Atrisinajums. lzvélamies uz taisnes 11 punktus ta, lai attalums starp katriem diviem no tiem
batu vesels skaitlis. Ta ka ir izveléti 11 punkti un ir 10 dazadas krasas, tad péc Dirihlé principa
vismaz divi no Siem punktiem ir viena krasa.

6. Pieradit, ka starp jebkuriem seSiem naturaliem skaitliem, kas nedalas ar 10, var atrast divus

tadus, kuru summa vai starpiba dalas ar 10.
Atrisinajums. Ja starp apskatamajiem skaitliem ir divi tadi, kam pédégjie cipari vienadi, tad to
starpiba dalas ar 10. Ja nav tadu divu skaitlu, kam pédgjie cipari ir vienadi, tad sadalam skaitJus
5 grupas atbilstosi to pédéjiem cipariem: “1 un 9”; “2 un 8”; “3 un 7”; “4un 6”; “5”. Taka ir 6
skaitli un piecas grupas, tad divi skaitli noteikti nonak viena grupa, to summa dalas ar 10.

7. Vairakas kaudzités kopa ir 58 sérkocini; neviena kaudzité nav mazak ka 1 sérkocin$ un nav vairak
ka 12 sérkocini. Pieradit, ka ir divas kaudzites, kuras ir vienads sérkocinu skaits, vai ir divas
kaudzites, kuras kopa ir tiesi 13 sérkocini!

Atrisinajums. Pienemam pretéjo tam, kas japierada, tas ir, nav divu kaudziSu, kuras ir vienads
sérkocinu skaits un nav divu kaudzisu, kuras kopa ir tiesi 13 sérkocini. Tad no katra skaitlu para
(1;12),(2;11),(3;10),(4;9), (5; 8), (6; 7)augstakais viens var but sérkocinu skaits kada
kaudzité. Tapéc sérkocinu nav vairakka 7+ 8 + 9 + 10 + 11 + 12 = 57 (no katra skait|u para
izvélgjas lielako skaitli) — pretruna. Tatad pienémums ir aplams un esam pieradijusi, ka ir divas
kaudzites, kuras ir vienads sérkocinu skaits, vai ir divas kaudzites, kuras kopa ir tiesi 13 sérkocini.

8. Pieradit, ka no jebkuriem astoniem naturaliem skaitliem var izvéléties tadus divus, kuru starpiba

dalas ar 7.
Atrisinajums. Naturals skaitlis, dalot ar 7, var dot septinus dazadus atlikumus: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6.
Dotos astonus skaitlus uzskatisim par ,trusSiem”, savukart viena ,bari” ievietosim tos skaitlus,
kas dod vienadus atlikumus, dalot ar 7, tatad ir 7 ,,bari”. Péc Dirihlé principa vismaz viena ,bar”
nonaks vismaz divi ,trusi” jeb vismaz divi skaitli dod vienadus atlikumus, dalot ar 7. So skaitlu
starpiba dalas ar 7 (skat. nakamo teoremu).

Teoréma par starpibas daliSanos. Dots, ka a, b un n — veseli skaitli, turklat n > 0. Starpiba (a — b)

dalas ar n tad un tikai tad, ja a un b dod vienadus atlikumus, dalot ar n.

Apskatisim vél vienu uzdevumu par Péteri un vina trusiem.
Péterim ir 5 trusi un 2 bari. Visi trusi atrodas bdros. Vai noteikti kada no Siem bGriem ir vismaz 3

trusi?

Risinasim So uzdevumu lidzigi ka iepriekSéjo uzdevumu par trusiem. Ja $ada blra nebitu, tad

Péeterim katra barT batu ne vairak ka 2 trusi. Tatad abos biros kopa bitu ne vairak ka 4 trusi, bet Péterim
ir 5 trusi. Lidz ar to noteikti ir tads biris, kura atrodas vismaz 3 trusi.

Un, ja Péterim bGtu 10 trusi un 3 bari? Vai més varéetu apgalvot, ka noteikti ir tads bdris, kura ir

vismaz 4 trusi?
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Atbilde atkal ir apstiprinosa. Ja katra buri batu ne vairak ka 3 trusi, tad visos biros kopa bitu izvietoti
ne vairak ka 9 trusi, bet Péterim ir 10 trusi. Tatad noteikti ir tads bdris, kura atrodas vismaz 4 trusi.
Sajos pieméros varéja lietot talak doto Dirihlé principa visparinajumu.

2. teoréma (Dirihlé princips). Ja vairak neka m - n objekti jasadala n grupas, tad noteikti bus grupa,
kura atradisies vismaz (m + 1) objekts.

Pieradijums. Pienemsim pretéjo, ka neviena grupa nav vairak ka m objekti. Ta ka grupu pavisam ir
n, tad kopa nav izvietoti vairak ka m - n objekti, bet grupas ir jasadala vairak neka m - n objekti. Tatad
pienémums ir aplams un noteikti ir grupa, kura ir vairak neka m, tas ir, vismaz (m + 1) objekts. ™

Uzdevumu piemeri

9. Makslinieku darbnica izgatavotas 36 skulpturas, kuru masa ir 490 kg, 495 kg, 500 kg, ..., 665 kg.
Vai visas $1s skulptlras var aizvest ar 7 automasinam, ja katrai no tam kravnesiba ir 3 tonnas, un
ar katru automasinu drikst veikt tikai vienu reisu un automasinas nedrikst parslogot?

1. atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Ja katra no septinam automasinam
iekrautu ne vairak ka 5 skulptdras, tad kopa visas masinas bitu izvietotas ne vairak ka 35
skulptiras, bet jaizvieto ir 36 skulptiras. Tatad noteikti ir tada masina, kura bus jaiekrauj vismaz
sesas skulptdras. Tacu pat sesu vieglako skulptiru kopéja masa ir 490 + 495 + 500 + 505 +
510 + 515 = 3015 kilogrami, tatad ir lielaka par masu, kadu pielaujams iekraut viena
automasina. Tas nozimé, ka uzdevuma prasibas nav izpildamas.

2. atrisindjums. Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Saja uzdevuma ,trusi” ir skulptiras,
,buri” — automasinas. levérosim, ka 36 = 7 - 5 + 1 skulptlras jasadala pa 7 automasinam.
Tatad péc Dirihlé principa vismaz viena automasina jaiekrauj vismaz 6 skulptdras. Tacu pat sesu
vieglako skulptiru kopéja masa ir 490 + 495 + 500 4+ 505 + 510 + 515 = 3015 kilogrami,
tatad ir lielaka par masu, kadu pielaujams iekraut viena automasina. Tas nozimé, ka uzdevuma
prasibas nav izpildamas.

10. Profesora Ciparina olimpiadé bija 3 uzdevumi. Taja piedalijas 100 skoléni. Pieradit, ka atradisies
vismaz 13 skoléni, kas izrékinaja vienus un tos pasus uzdevumus (vai ari neizrékinaja nevienu
uzdevumu)! Katrs skoléns katru uzdevumu vai nu izrékinaja, vai neizrékinaja, dal€ji risinajumi
netika iesniegti.

Atrisinajums. No tris uzdevumiem var izveidot 8 dazadus atrisinato uzdevumu , komplektus”
(taja skaita, neviens atrisinats uzdevums), tabula ar “+” atziméti tie uzdevumi, kuri ir izrékinati.

Komplekta 3 4 5. 5 I &

nr.
1. uzdevums + + + +
2. uzdevums + + + +
3. uzdevums + + + +

Ja katru , komplektu” bltu atrisinajusi ne vairak ka 12 skoléni, tad skolenu kopéjais skaits bltu
ne vairak ka 12 - 8 = 96 < 100. Tatad ir vismaz 13 skoléni, kas atrisinajusi vienus un tos pasus
uzdevumus.

11. Ratinu virsotnés atzimeti 16 balti punkti (skat. 122. att.). Vai tieSi septinus punktus var nokrasot

melnus t3, lai nekadi tris viena krasa nokrasoti punkti neatrastos uz vienas taisnes?
o o0o0oO

o O O ©o

o 0 O O

o O O O
122. att.

Atrisinajums. N&, to nevar izdarit. Ja melna krasa nokrasoti tiesi septini punkti, tad paliek
devini balti punkti. Ta ka visi punkti izvietoti ¢etras rindas, tad péc Dirihlé principa kada no Sim
rindam bis vismaz tris balti punkti, bet tas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem.
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12. Katra no 16 mazajiem trijstlriem (skat. 123. att.) ir ierakstits viens skaitlis, pavisam ierakstiti
septini trijnieki un devini piecinieki. Pieradit, ka var izveléties tadu trijstari, ka paradits 124. att.,
kura ierakstito skaitlu summa ir vismaz 18.

A

123. att. 124. att. 125. att.
Atrisinajums. Sadalisim sakotnéjo trijstari Cetros trijstlros ar malas garumu 2 (skat. 125. att.).
Ta ka ir Cetri Sadi trijstari (kas neparklajas), un tajos ierakstiti 9 piecinieki, tad kada no Siem
trijstiriem bus vismaz tris piecinieki, tapéc taja ierakstito skaitjlu summa bus vismaz
5+ 545+ 3 = 18, kas bija japierada.

13. Vai eksisté tads a) 11-staris; b) 12-stlris, kuram astonas virsotnes atrodas uz vienas taisnes?
Atrisinajums. a) Ja 11-stdra astonas virsotnes atrodas uz vienas taisnes, tad 3 virsotnes uz tas
neatrodas. Apzimésim tas ar A, B un C. Tad no paréjam 8 virsotném dala atrodas starp A un B,
dala — starp B un C un daja — starp C un A. Péc Dirihlé principa kada no Sim tris dalam ir vismaz
3 virsotnes un tas visas atrodas uz vienas taisnes — pretruna.

b) J3, var, skat., pieméram, 126. att.

126. att.

14. No pirmajiem 100 naturalajiem skaitliem izvéléts 51 skaitlis. Pieradit, ka no tiem var izvéléties
divus, no kuriem viens dalas ar otru!
Atrisinajums. Visus naturalos skaitlus no 1 lidz 100 sadalisim 50 grupas: katru nepara skaitli
ievietosim cita grupa (pavisam ir 50 nepara skaitli). levérojam, katru para skaitli p var izteikt ka
nepara skaitla n un divnieka pakapes reizindjumu, t.i., p =n-2% k> 0. Para skaitli p
ievietosim viena grupa ar tam atbilstoSo nepara skaitli n. Pirmas grupas ir
{1; 2; 4; 8; 16; 32; 64}, {3; 6; 12; 24; 48; 96}; {5; 10; 20; 40; 80} utt.
Izvéloties jebkurus divus skaitJus no vienas grupas, lielakais skaitlis dalas ar mazako (dalijums
ir divnieka pakape).
Ta ka tika izveléts 51 skaitlis, bet visi skaitli ir sadaliti 50 grupas, tad vismaz divi skaitli bus no
vienas grupas; tie art ir meklétie divi skaitli.
15. Pieradit, ka starp jebkuriem 35 divciparu skaitliem var atrast tris tadus skaitlus, kuru ciparu
summas ir vienadas!
Atrisinajums. lzveidosim tabulu — gar tas horizontalo malu uzrakstisim visas iespéjamas skaitla
pirma cipara vertibas, bet gar vertikalo malu — otra cipara vértibas. Tabulas ratinas ierakstisim
kolonnas un rindinas numuru summu (skat. 127. att.). Esam izveidojusi atbilstibu starp skaitliem
un to ciparu summam.

1 2 345 116 (7 89
01 2 3
1 2 3
2 3
3
4
5
6
7 .. |16
8 .. |16 17
9 16 |17 |18

127. att.
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Tabula atrodami visi divciparu skaitli no 10 Iidz 99. Pavisam iespéjamas 18 dazadas ciparu
summas vértibas (varam izveidot 18 dazadas grupas). levérojam, ka
1) ciparu summa 1 un 18 katra ir tikai vienam skaitlim (10 un 99),
2) ciparu summa 2 un 17 katra ir tikai diviem skaitliem (11; 20 un 89; 98).
Tatad $ajas grupas vairak skaitJu nevar bt neatkarigi no ta, kadus 35 skait|us izvélamies.
Pienemsim, ka Sis 4 grupas ir maksimali piepilditas — tajas kopa ievietoti 6 skaitli. Tad atlikusajas
14 grupas jaievieto 29 skaitli. Bet péc Dirihlé principa noteikti ir tada grupa, kura ir vismaz tris
skaitli — tie ari ir meklétie tris skaitli, kuru ciparu summas ir vienadas.

16. Péterttim bija 100 aphsi, uz kuriem uzrakstiti naturalie skaitli no 1 lidz 100 (uz katra aph3a cits
skaitlis). Skolotaja lika izvéléties 4 aplhidus un izvietot tos ta, lai bltu patiesa vienadiba
O+ O =0+ Q. Aplisi bija izbirusi uz gridas, un lidz §T uzdevuma sanemsanai Péteris bija

paguvis savakt tikai 21 apliti. Vai ar tiem vinam noteikti pietika, lai izpilditu skolotajas uzdevumu?

Atrisinajums. No Péterisa salasitajiem apliSiem var izveidot % = 210 dazadus skait|u parus

(parus, kas atskiras tikai ar apli$u secibu, uzskatam par vienadiem). Sos parus talakaja sprieduma
uzskatisim par "trusiem".
Apskatam, kadas var bat viena pari ietilpstoSo skaitlu summas. Mazaka summas vértiba ir
1 + 2 = 3; lielaka summas vértiba ir 99 + 100 = 199. Tatad pavisam iespéjamas 197 dazadas
summas vértibas: 3; 4; 5;...; 197; 198; 199. Sis dazadas vértibas uzskatisim par "biriem". Ta ka
"trusu" ir vairak neka "buru", tad péc Dirihlé principa kada "bari" ir vismaz divi "trusi". Tas
nozime, ka Péteritim ir divi aphsu pari, kuros ietilpstoso skaitju summas ir vienadas; pienemsim,
kaA+ B =C+ D (pariirA,B un C, D).
Pamatosim, ka neviens skaitlis neietilpst abos paros. Ja, pieméram, bitu A = C, tad no
A+ B =C+ D sekotu art B =D un pari 4,B un C,D nebitu dazadi. Tatad visi Cetri aplsi
A, B, C, D ir dazadi, tapéc Péteritis no tiem var izveidot vienadibu A + B = C + D.
17. Pieradit, ka no septiniem patvaligiem naturaliem skaitliem var izvéléties divus tadus skait|us,
kuru kvadratu starpiba dalas ar 11.
Atrisinajums. Aprékinam, kadus atlikumus péc modula 11 dod naturalu skaitJu kvadrati:
n(mod11) |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
n?(mod11) |0 |1 |4 |9 |5 |3 (3 |5 |9 |4 |1

Tatad naturala skaitla kvadrats, dalot ar 11, var dot tikai atlikumu 0, 1, 3, 4, 5 vai 9. Ta ka doti
septini skaitli, tad no Dirihlé principa izriet, ka divu skaitlu kvadrati, dalot ar 11, dod vienadus
atlikumus. Izvéloties Sos skaitlus, ieglistam vajadzigo — to kvadratu starpiba dalas ar 11.

Avoti

A. Andzans, J. Cakste, T. Larfelds, L. Ramana, M. Seile “Vidéjas vértibas metode” — “Macibu gramata”, Riga, 1996. Vairak
skat.: http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/06/VidVeertMet.pdf
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Svérsanas uzdevumi

Teorija un pieméri, gatavojoties Novada olimpidadei 2018./2019. m. g.

Svérsanas uzdevumos galvenokart izmantosim sviras svarus. Svariem ir
divi svaru kausi. Svér§ana neizmantosim atsvarus. Svari neparadis kermenu
masu. Més varésim tikai redzét, vai abi svaru kausi ir [idzsvara.

Aplakosim uzdevumus, kuros, izmantojot doto informaciju, galvenokart
tiks prasits atrast vienu (vai vairakus) no paréjiem objektiem atskirigu
objektu. So uzdevumu atrisinajumi lielakoties balstas uz logisku spriedumu
cela izveidotam objektu grupésanas metodem.

legaume!

Ja uzdevuma ir jautajums “Ka...?”, tad atrisinajuma ir jaapskata, ka rikoties pilnigi visas iesp&jamajas
situacijas, lai panaktu prasito rezultatu. Nepietiek apskatit tikai vienu vai dazus “labvéligakos”
gadijumus.

Uzdevumu piemeéri
1. Dotas 20 péc aréja izskata vienadas monétas, bet visas to masas ir dazadas. K3, izmantojot sviras
svarus bez atsvariem, ar 28 svérSanam atrast gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu?

Atrisinajums. Sadalam monétas pa pariem un salidzinam katra para monétas — nosakam
vieglako un smagako moneétu katra pari. Péc katras svérSanas vieglako monétu liekam viena
kaudzite, bet smagako — otra kaudzité. Ta ka ir 20 : 2 = 10 pari, tad ir veiktas 10 svérsanas. (Skat.
128. att.) Skaidrs, ka visvieglaka monéta jameklé starp vieglakajam, bet vissmagaka — starp
smagakajam. Apskatam katru kaudziti atseviski.

No kaudzites, kura ir vieglakas monétas, panemam divas un salidzinam tas, vieglako atstajam
svaros un salidzinam ar nakamo, atkal svaros atstajot vieglako. Ta turpinam, kameér visas atlikusas
monétas no $is kaudzites ir nosvertas. Pédejas svérsanas vieglaka monéta ir pati vieglaka no visam.
Kopa tika veiktas 9 svérsanas.

Analogiski no kaudzites, kura ir smagakas monétas, atrod pasu smagako no visam — svaros visu
laiku jaatstaj smagaka monéta, bet vieglaka jamet prom. Kopa tika veiktas 9 svérsanas.

Lidz ar to ar 10 + 9 + 9 = 28 svérsanam esam atradusi gan pasu vieglako, gan pasu smagako

| iegia: 9000000000
smagakas ©©©©©©©©©©

128. att.

2. Dotas 9 péc areja izskata vienadas monétas, no kuram viena ir viltota — ta ir vieglaka neka citas. Ka
ar divam svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu, ja zinams, ka visu 1sto
monétu masas ir vienadas?

Atrisinajums. Sadalam Sis moneétas tris kaudzités pa 3 monétam katra. Skaidrs, ka viltota
monéta atrodas viena no Sim kaudzitém. Pirmaja svérsana salidzinam divas no Sim kaudzitem.
(A) Ja viena kaudzite ir vieglaka neka otra, tad viltota (vieglaka) monéta ir Saja kaudzite
(skat. 129. att. (A)).
(B) Ja abam kaudzitéem ir vienada masa, tad viltota moneéeta ir tresaja, nesvértaja kaudzite
(skat. 129. att. (B)).

(B)
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129. att.
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Talak apskatisim tikai to kaudziti, kura ir viltota moneéta, paréjas kaudzites vairs nav

nepiecieSamas. Otraja sveérsanas reizé uz svaru kausiem liekam pa vienai monétai no Sis kaudzites.

(A) Ja viens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota monéta (skat. 130. att.
(A)).

(B) Ja abi svaru kausi ir ldzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas Saja svérSanas reizé netika svérta

(skat. 130. att. (B)).__

130. att.

Zinams, ka no 80 monétam viena ir viltota — ta ir vieglaka neka paréjas, kuram visam ir vienada
masa. Ka ar ¢etram svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu?
Atrisinajums. Sadalam monétas tris kaudzités: divas kaudzites pa 27 monétam katra un viena
kaudzite, kura ir 26 monétas.
Pirmaja svérsana salidzinam kaudzites, kuras ir pa 27 monétam. lesp&jami divi gadijumi.
(A) Ja viens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota monéta (skat. 131. att.
(A)).
(B) Ja abi svaru kausi ir Iidzsvara, tad viltota monéta ir taja kaudzite, kas atradas mala

(skat. 131. att. (B)).
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131. att.

Talak apskatisim tikai to kaudziti, kura ir viltota monéta, paréjas kaudzites vairs nav
nepiecieSamas. Tatad atlikusajas tris svérSanas no 27 monétam jaatrod viltota. (Ja viltota monéta
atradas kaudzite, kura bija 26 monétas, tad Sai kaudzitei pievienojot vienu “Isto” moneétu no citas
kaudzites, arT ieglstam kaudziti, kura ir 27 monétas.)

Sadalam 27 monétas tris vienadas kaudzités pa 9 monétam katra un otraja svérSana
salidzinasim sava starpa divas no Sim kaudzitem. Atkartojot tadus pasus spriedumus ka péc pirmas
svérsanas, atrodam to devinu moneétu kaudziti, kura atrodas viltota monéta.

Pirms tresas svérsanas atkal kaudziti, kura atrodas viltota monéta sadalam tris vienadas
kaudzités pa trim monétam katra un atkal salidzinam divas no Sim kaudzitém. Nosakam, kura no
$Im tris monétu kaudzitém atrodas viltota monéta.

Ceturtaja svérsanas reizé uz svaru kausiem liekam pa vienai monétai. Ja viens svaru kauss ir
vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota moneéta, ja abi svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota
moneéta ir ta, kas Saja sveérsanas reizé palika mala (netika sverta).

(Shematiski monétu daliSana mazakas kaudzités paradita 132. att., iekrasojums apzimé kaudziti,
kura atrodas viltota moneéta.)

132. att.
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4. Dotas 25 péc aréja izskata vienadas monétas. Zinams, ka 24 monétu masas ir vienadas sava starpa,
bet vienas monétas masa ir citada. Ka ar divam svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem
noskaidrot, vai atSkiriga monéta ir vieglaka vai smagaka neka paréjas? (PaSu monétu atrast nav
nepiecieSams.)

Atrisinajums. Uzliekam uz katra svaru kausa 8 monétas.

(A) Ja pirmaja svérSana svari nav lidzsvara, tad atskiriga monéta ir atradusies uz svariem
(skat. 133. att. (A)). Otraja svérSana salidzinam vieglaka kausa 8 monétas ar jebkuram 8
mala palikusajam (parastajam) monétam.

e Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad atSkiriga monéta pirmaja svérSana ir bijusi uz
“smagaka” kausa un ir smagaka neka citas monétas.

e Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad atSkiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz
“vieglaka” kausa un ir vieglaka neka citas monétas.

(B) Ja kausi ir lidzsvara, tad atskiriga monéta palikusi mala (skat. 133. att. (B)). Otraja svérsana

salidzinam mala palikusas 9 monétas ar jebkuram 9 jau svértajam (parastajam) monétam.

e Ja svaru kauss ar 9 parastajam monétam nosveras uz leju, tad atSkirigd monéta ir
vieglaka neka paréjas.

e Jasvaru kauss ar 9 parastajam monétam nosveras uz augsu, tad atskiriga monéta ir
smagaka neka paréjas.

() - oy (®)
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------ 133. att.

5. Groza ir 16 akmeni — 15 parasti, 1 radioaktivs. Tie visi izskatas vienadi. Ir dota ierice, ar kuras
palidzibu var noteikt, vai starp apskatamajiem akmeniem ir vai nav radioaktivais akmens (ar ierici
var parbaudit ari vairakus akmenus reizé, bet ierice nenorada, kurs tiesi ir radioaktivais akmens).
Ka ar 4 parbaudém atrast radioaktivo akmeni?

Atrisinajums. Sakuma sadalam visus 16 akmenus divas kaudzités pa 8 akmeniem katra un
parbaudam vienu kaudziti. Neatkarigi no parbaudes rezultata, varés pateikt, kura kaudzité ir
meklétais akmens. Péc tam to kaudziti, kura ir radioaktivais akmens, atkal sadala divas dalas, pa
4 akmeniem katra un parbauda vienu no tam. Talak kaudziti, kura ir meklétais akmens, atkal
sadala divas dalas pa 2 akmeniem katra un atkal parbauda vienu no tam. Beidzot parbauda vienu
no diviem akmeniem, no kuriem viens ir radioaktivais akmens, un noskaidro, kurs tiesi tas ir.
(Shematiski akmenu daliSana mazakas kaudzités paradita 134. att., iekrasojums apzimé kaudziti,
kura atrodas radioaktivais akmens.)

8 4 2
16 < - 4
134. att.

6. No 7 monétam vienai monétai masa ir mazaka neka paréjam. Ka ar divam sverSanam var
noskaidrot, kura ir vieglaka monéta?

Atrisinajums. Katra svaru kausa ieliekam 3 monétas.

(A) Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad vieglaka monéta atrodas uz “vieglaka” svaru kausa
(skat. 135. att. (A)). Otraja sverSana katra svaru kausa ieliekam pa vienai monétai no
“vieglaka” kausa.

e Jasvaru kausi ir lidzsvara, tad vieglaka monéta ir ta, kas palika mala.
e Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad vieglaka monéta atrodas uz “vieglaka” svaru kausa.
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(B) Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad vieglaka monéta ir ta, kas nebija uz svariem (skat. 135. att.

(B)).
(B)
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135. att.

7. Dotas 13 péc aréja izskata vienadas monétas. No tam 12 moneétas ir ar vienadu masu, bet viena
— ar atskirigu. Doti ari sviras svari bez atsvariem. Ka, izmantojot divas svérsanas, noskaidrot, vai
atskiriga monéta ir vieglaka vai smagaka neka paréjas? (Pasu monétu atrast nav nepiecieSams.)
Atrisinajums. Katra svaru kausa ieliekam 6 monétas.

(A) Ja pirmaja sveérSana svari nav lidzsvara, tad atsSkiriga monéta ir atradusies uz svariem
(skat. 136. att. (A)). Otraja svérSana katra svaru kausa ieliekam pa tris monétam no
“vieglaka” kausa.

e Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad atSkiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz
“smagaka” kausa un ir smagaka neka citas monétas.

e Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad atskiriga monéta pirmaja svérSana ir bijusi uz
“vieglaka” kausa un ir vieglaka neka citas monétas.

(B) Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad atSkiriga monéta ir ta, kas nebija uz svariem (skat. 136. att.
(B)). Otraja sversana salidzinot to ar kadu no svértajam monétam, noskaidrojam, vai ta ir
vieglaka vai smagaka neka paréjas monétas.

(A) LemmTTTees . (B)

136. att.

8. Doti 16 akmeniar dazadam masam. Pieradiet, ka ar 18 svérSanam uz sviru svariem bez atsvariem
var atrast pasu smagako un otru smagako akmeni!
Atrisinajums. Lai atrastu vissmagako akmeni, ir nepiecieSamas 15 svérSanas — rikojamies péc
klasiskas olimpiskas shémas, tas ir, sakuma sadalam visus akmenus paros un katra pari atrodam
smagako akmeni (8 svérSanas), tad Sos 8 atrastos akmenus sadalam c¢etros paros un katra no
tiem atrodam smagako akmeni (4 svérSanas), péc tam atrastos ¢etrus akmenus sadalam divos
paros un katra part atrodam smagako akmeni (2 svérSanas), visbeidzot salidzinam pédéjos divus
akmenus (1 svérsana) (skat. 137. att.). Tatad ar 15 svérSanam jau esam atradusi pasu smagako
akmeni. Vel jaatrod otrs smagakais akmens.

Otrs smagakais akmens var bat tikai kads no tiem cetriem akmeniem, kas tika salidzinats ar
pasu smagako akmeni. Smagakais akmens no cetriem akmeniem atrodams ar 3 svérSanam,
pieméram, salidzinam divus akmenus (1 svérSana), smagako atstajam svaros un to salidzinam
ar vienu no nesvértajiem akmeniem (1 svérSana), atkal svaros atstajot smagako, tad So pasu

darbibu atkartojam vélreiz (1 svérsana). Tas nozime, ka ar
15 + 3 = 18 svérSanam var atrast pasu smagako un otro smagako akmeni no 16 akmenu
kaudzes.

137. att.
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9. Dotas 5 péc aréja izskata vienadas bumbas, kuru masas ir 1000 g, 1001 g, 1002 g, 1004 g un

1007 g. Doti ari elektroniskie svari, kas rada masu gramos. K3 ar tris svérsanam atrast bumbu,
kuras masa ir 1000 g?

Atrisinajums. Pirmaja svérSana uz svariem liekam divas bumbas un noskaidrojam to kopé€jo
masu. Otraja svérsana uz svariem liekam citas divas, vél nesvértas bumbas. Katra no Sim divam
svérSanam ieglistam vienu no tabula paraditajiem svaru radijumiem.

2001 = 1000 + 1001 2006 = 1002 + 1004
2002 = 1000 + 1002 2007 =1000 + 1007
2003 = 1001 + 1002 2008 = 1001 + 1007
2004 = 1000 + 1004 2009 = 1002 + 1007
2005 =1001 + 1004 2011 = 1004 + 1007

e Ja abas svérSanas nav ieglts neviens no izceltajiem rezultatiem, tad 1000 g bumba ir t3,
kas netika svérta.

e JavienanosvérSsanam ir ieguts kads no izceltajiem rezultatiem, tad tas nozime, ka 1000 g
bumba atrodas attiecigaja part. TreSaja svérSana nosveram vienu no $1 para bumbam. Ja
svari rada 1000 g, tad mekléta bumba ir uz svariem, ja citu skaitli, tad 1000 g bumba ir
otra ST para bumba.

10. Dotas 4 péc aréeja izskata vienadas monétas, kuru masas ir 1 g, 2 g, 3 g un 4 g. Ka ar ¢etram

svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem noskaidrot katras monétas masu?

Atrisinajums. Vispirms uz katra svaru kausa uzliekam pa 2 monétam (1 svérsana).

e Ja pirmaja svérsana svari atrodas lidzsvara, tad Sadu svaru stavokli izsaka tikai vienadiba
1+4 =24 3. Ar divam svéerSanam nosakam abas smagakas monétas paros (1; 4) un
(2; 3). Ceturtaja svéerSsana salidzinam Sis smagakas monétas sava starpa, tas ir,
noskaidrojam, kura no monétam ir 3 g, kura —4 g. Monéta, kas pirmaja svérSana atradas uz
viena kausa ar 4 g monétu, sver 1 g, bet ta monéta, kas pirmaja svérSana atradas uz viena
kausa ar 3 g monétu, sver 2 g.

e Ja pirmaja sveérSana svari nav lidzsvara, tad ir divas iespéjas: vai nu 1+ 2 < 3 + 4, vai
1 + 3 < 2 + 4. Otraja svérsana salidzinam abas monétas no smagaka para — smagaka no
tam ir 4 g. TreSaja svérSana salidzina vieglaka para monétas — vieglaka no tam ir 1 g.
Ceturtaja svérsana salidzina atlikusas divas monétas: vieglaka no tam ir 2 g, bet smagaka —
3g.

11. Cetru péc aréja izskata vienadu monétu masas veido geometrisko progresiju, kas nav konstanta.

Atrast smagako monétu, veicot divas svérSanas uz sviru svariem bez atsvariem!

Atrisinajums. Apziméjam monétu masas ar a, aq, aqz, aq3, kur g > 1. Pirmaja svérsana uz
katra svaru kausa novietojam divas monétas. Pamatosim, ka smagaka monéta noteikti
atradisies kausa, kas nosveras uz leju. lesp&jami tris gadijumi:

. aq® + aq? > aq +a, joaq® > aq unaq® > a;
. aq®+aq > aq® +a,joaq® > aq® unaq > a;
. aq® +a > aq + aq?, jo, ekvivalenti parveidojot, iegiistam patiesu nevienadibu

qg>—q*—q+1>0jeb(q+1)(g—1)?>0.

Tatad esam pamatojusi, ka smagaka monéta atrodas taja kausa, kas nosveras uz leju. Otraja
sverSana salidzinam abas monétas no Si kausa un atrodam smagako. Lidz ar to ar divam
sverSanam esam atradusi smagako monétu.

Citi avoti:
A. Gailttis, A. AndZans, |. Kudapa, L. Ramana, B. Johannessons “KartoSanas un meklésanas uzdevumi”, Riga, 1999.

Pieejams: http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2019/01/Gailitis_uc Kartosanas-un-meklesanas-uzdevumi 1999.pdf
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Induktivi spriedumi

Teorija un pieméri 5.-9. klasei, gatavojoties Novada matematikas olimpiadei 2019./2020. m. g.

Indukcija (no latinu valodas 'inductio' — uzvedinasana, ierosinasana) — logisks slédziens, parejot no
atseviSkiem gadijumiem uz visparinajumu.

Induktiva sprieSana — sprieSanas panémiens, kura secinajumi tiek iegtti, balstoties uz vairaku
eksperimentu vai vérojumu laikd gitiem rezultatiem. Sada veida iegltos spriedumus sauc par
induktiviem spriedumiem.

Domasanas un sprieSanas procesa tiek izteikti dazadi apgalvojumi. Tie var bat patiesi, aplami vai
tadi, kuru patiesumu nav iesp€jams novertet.

Pienemsim, ka kadam sportistam ir uzdevums aizlekt taluma 7 metrus. Ja vins ir starptautiskas klases
sporta meistars tallekSana, tas vinam seviskas grutibas nesagadas; ja turpreti vins ar talléksanu ieprieks
nav nodarbojies, tad méginajums veikt uzdevumu uzreiz nevar beigties citadi ka ar neveiksmi. Lai
izpilditu So atsevisko uzdevumu, sportists trenésies un vispirms aizléks taluma 3 m, péctam 4 m, 5 m,
6 m, un tikai tad kersies pie sakotnéja uzdevuma — aizlekt 7 m talu.

Lidziga situacija biezi gadas ari matematika: lai atrisinatu kadu atsevisku problému, tiek aplukota
problému virkne. Risinot citu péc citas Sis virknes problémas, galu gala izdodas saprast, ka risinat
visparigo problému, un ta més nonakam pie intereséjosas problémas atrisinajuma.

Uzdevumu piemeéri

1. Vilmars sava burtnica zimeé figlras, pirmas tris no tam paraditas 138. att. Pirma figlra sastav no
Cetriem vienadiem kvadratiem un tas perimetrs ir 5 cm. Katru nakamo figiru Vilmars iegust,
iepriekséjai figlrai labaja pusé pieziméjot klat tris kvadratus, ta ka paradits 138. att.

1. 2 3.

138. att.

a) No cik vienadajiem kvadratiem sastav 10. figira?

b) Nosaki 20. figliras perimetru!

c¢) Kads ir kartas numurs figdrai, kuras perimetrs ir 100 cm?

Atrisinajums. a) levérojam, ka, lai iegltu nakamo figaru, iepriekséjai figrai tiek pievienoti 3
kvadrati. Pirma figlrai ir viena kolonna, kura ir 3 kvadrati, otrai figlrai ir divas kolonnas, kuras ir 3
kvadrati utt. Tatad desmita figira sastavés no 10 - 3 + 1 = 31 kvadrata.

levérojam, ka pirmajai figlrai perimetru veido 10 ratinu malas un tas perimetrs ir 5 cm, tapéc 1
ratinas malas garums ir % cm. Apskatam, ka mainas katras nakamas figtras perimetrs:

e pirmajai figlrai perimetrsir P, = 5cm,

e otrai figlrai perimetrs ir P, =541 = 6 cm, jo pie pirmas figlras perimetra nak klat divas
kvadrata malas, kuru kopéjais garumsir 1 cm,

e treSajai figlrai perimetrs ir P; =6+ 1 =7 cm, jo pie otras figliras perimetra nak klat divas
kvadrata malas, kuru kopéjais garums ir 1 cm,

Lidzigi ieglst ari nakamo figlru perimetrus. levérojam, ka figliras perimetrs ir par 4 lielaks neka
figlras kartas numurs, tas ir, B, = n + 4, kur n ir figuras kartas numurs.

Tatad b) 20. figlras perimetrs ir P,, = 20 + 4 = 24 cm, c) figlras, kuras perimetrs ir 100, kartas
numurs ir 100 — 4 = 96.

2. Aurélija uzziméja Cetrstari, kura malu garumi ir 2, 1, 2 un 4 (skat. 139. att.). Malas, kuru garumi ir 1
un 4, ir paralélas. Péc tam vina saka zimét figliras, kas sastav no 1; 2; 3; 4; ... vienadiem dotajiem
Cetrstlriem, katra reizé pieziméjot klat vienu tadu pasu Cetrstari (skat. 140. att.).
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B DMPO KX

139. att. 140. att.

a) Kads ir uzzimétas figlras perimetrs, ja kopa ir salikti 6 Cetrstari?
b) Kads ir uzzimétas figliras perimetrs, ja kopa ir salikti 2019 Cetrstari?
c) Cik Cetrstari ir salikti kopa, ja figlras perimetrs ir 80?
d) Uzrakstit sakaribu, kas apraksta figliras perimetra garumu, ja kopa salikti n Cetrstari!
Atrisinajums. Saksim risinat uzdevumu ar d) gadijumu. legitas figlras perimetru veido tas kreisa
sana mala (4 vienibas), katra Cetrstilra aug$éja un apak$éja mala (2 + 2 = 4 vienibas) un vél figlras
laba sana mala. Ja ir uzziméts nepara skaits Cetrstiru, tad figlras laba sana mala ir 1 vienibu gara, ja
para skaits Cetrstlru, tad laba sana mala ir 4 vienibas gara. Lidz ar to ieglistam sakaribu perimetra
aprékinasanai:

e janirnepara, figiras perimetrsirP =4+4-n+1;

e janirpara, figiras perimetrsirP =4+ 4 -n + 4.
levérojam, ja n ir nepara, tad figliras perimetrs vienmeér ir nepara skaitlis, ja n ir para, tad — para
skaitlis.
a) Ja kopa ir salikti 6 Cetrstari jeb n = 6, tad figlras perimetrsirP =4+ 4-6 + 4 = 32.
b) Ja kopa ir salikti 2019 Cetrstiri jeb n = 2019, tad figlras perimetrs ir
P=4+4-2019+ 1 =8081.
c) Ja figliras perimetrs ir 80 (para skaitlis), tad 80 =4+ 4 -n+4jebn = (80 -4 —4):4 = 18.

3. Ja kvadratu var sadalit n mazakos kvadratos t3, ka ir ne vairak ka divu dazadu izméru kvadrati, tad
skaitli n sauksim par jauku. Pieméram, skaitli 4 un 10 ir jauki (141. att.).

141. att.

a) Pieradit, ka skaitlis 6 ir jauks!

b) Pieradit, ka skaitlis 2015 ir jauks!

c) Pieradit, ka katrs naturals skaitlis, kas lielaks neka 5, ir jauks!

Atrisinajums. a) Skat., pieméram, 142. att.

b) Skat., pieméram, 143. att. Dota kvadrata labo malu un apakséjo malu sadalam 1006 vienados
nogrieznos. Uzziméjam mazakus kvadratus ta, lai katrs iegttais nogrieznis btutu mala tiesi vienam no
Siem kvadratiem (skat. 143. att.). Atlikusi dota kvadrata dala ir kvadrats, kuru sadalam cetros
vienados mazakos kvadratos.

1005 kvadratini

1005 kvadratini
142. att. 143. att.
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c) Skirojam divus gadijumus.

Ja n ir nepara skaitlis, tad to varam izteikt forma n = 2k + 5, kur k ir naturals skaitlis. Dota
kvadrata labo malu un apakséjo malu sadalam k + 1 vienados nogrieznos. Uzziméjam mazakus
kvadratus ta, lai katrs iegitais nogrieznis batu mala tiesi vienam no Siem kvadratiem (skat.,
pieméram, 144. att. iekrasotos kvadratus). Esam ieguvusi 2k + 1 mazus kvadratus. Atlikusi dota
kvadrata dala ir kvadrats, kuru sadalam cetros vienados kvadratos (skat., pieméram, 144. att.
baltos kvadratus). Tatad dotais kvadrats ir sadalits 2k + 5 kvadratos, lidz ar to skaitlis n ir jauks.

144. att.

Ja n ir para skaitlis, tad to varam izteikt forma n = 2k + 2, kur k ir naturals skaitlis. Dota
kvadrata labo malu un apakséjo malu sadalam k + 1 vienados nogrieznos. Uzziméjam mazakus
kvadratus ta, lai katrs iegltais nogrieznis bitu mala tiesi vienam no Siem kvadratiem (skat.,
pieméram, 145. att. iekrasotos kvadratus). Esam ieguvusi 2k + 1 mazus kvadratus. Ta ka atlikusi
dota kvadrata dala art ir kvadrats, tad dotais kvadrats ir sadalits 2k + 2 kvadratos un skaitlis n
ir jauks.

145. att.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka katrs naturals skaitlis, kas lielaks neka 5, ir jauks.
4. Atrast skaitla 12 + 22 + --- + 992 pédéjo ciparu!

Atrisinajums. Lai atrastu dotas summas pédéjo ciparu, sagrup€jam saskaitamos un nosakam

katras grupas summas pédéjo ciparu Sada veida:

102 + 202 + --- + 902 pédéjais cipars ir 0, jo katra saskaitama pédéjais cipars ir 0 un pavisam ir
9 sadi saskaitamie.

12 + 112 + 212 + -+ + 912 pédéjais cipars ir 0, jo katra saskaitama pédéjais cipars ir 12 = 1 un
pavisam ir 10 $adi saskaitamie 1 - 10 = 10.

Lidzigi 22 + 122 + 222 + --- + 922 pédéjais cipars ir 0, jo katra saskaitama pédéjais cipars ir
22 = 4 un pavisam ir 10 $adi saskaitamie.

Tapat secinam, ka arl visas paréjas saskaitamo grupas ir 10 tadu skaitlu summas, kur visu
saskaitamo pédegjie cipari ir vienadi un visas summas pédg€jais cipars ir 0.

Ir 10 grupas, katrai no tam summas pédéjais cipars ir 0, tatad uzdevuma dota skaitla pédé€jais

ciparsirO.
5. a) Ratinu lapa, kura katras ratinas malas garums ir 1 vieniba, pa ratinu linijam uzzimeét astonstari t3,
lai ta malu garumi péc kartas ir 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 vienibas!
b) Pieradit, ka katram naturalam n ratinu lapa, kura ritinas malas garums ir 1, pa ratinu Iinijam ir
iespéjams uzzimét astonstdri ta, ka ta malu garumi péc kartas ir n; n+1; n+2; n+ 3;
n+4,n+5n+6n+7.

Atrisinajums. a) Skat., pieméram, 146. att. b) Paradisim, ka katram naturalam n konstruét

astonsttri ALKPCONM (skat. 147. att.). Ja no A velk n vienibas garu nogriezni uz augsu, tad turpina
n + 1 vienibu horizontali pa kreisi, tad n + 2 — vertikali uz leju, tad n + 3 — horizontali pa labi, blsim
nonakusi punkta C. Velkot nogriezni no C ar garumu n + 4 vertikali uz leju, tad n + 5 — horizontali
pa labi, tad n 4+ 6 — vertikali uz augsu, tad n 4+ 7 — horizontali pa kreisi, atgriezisimies sakumpunkta
A. St konstrukcija nav atkariga no konkrétas n vértibas.
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K n+1 L

4 n
A 92 B 7
5 510 ) M
P D C" .....................
6
7 9 n+4

8 ) n+5 A

146. att. 147. att.

Piezime. Lai atrisinatu b) gadijumu, var uzzimét vél daZus astonstarus, izvéloties konkrétas n
vértibas, un péc tam méginat saskatit, ka ieglt visparinajumu patvaligam n.
6. Vai uz rGtinu lapas var uzzimet 1612-stiri, kura laukums ir 2015 ratinas un kura malas iet pa ritinu
[Tnijam?
Atrisinajums. J3a, $adu daudzstdri var uzzimét (skat., pieméram, 148. att.).

[l ]

o
i
[

148. att.

Figlras salikSanai izmantoti 403 taisnstdri ar izmériem 1 X 5 rltinas. Tatad ieglta daudzstira
laukums ir 5 - 403 = 2015 ratinas. Ta ka katrs taisnstaris satur tiesi Cetras iegita daudzstira malas,
tad uzzimeéts ir 4 - 403 = 1612-stdris.

Piezimes
1. Laiatrisinatu doto uzdevumu, vispirms var méginat uzzimét kadu daudzstiri ar mazaku laukumu

un mazaku malu (stdru) skaitu. Var ievérot, ka 2015:5 = 403 un 1612:4 = 403, no ka var

secinat, ka par pamatu var nemt Cetrstari, kura laukums ir 5 ratinas.
2. Daudzstiri var uzzimét ari, pieméram, ka paradits 149. att.

 BENEE
i B

149. att.

7. Uz tafeles rinda uzrakstiti skaitli 1; 2; 3; ...; 2017; 2018. Ka katram no tiem pierakstit prieksa ,+” vai
,— ZImi ta, lai iegltajai izteiksmei bltu vismazaka iespéjama pozitiva vértiba?

Atrisinajums. Ta ka visi uz tafeles uzrakstitie skaitli ir naturali, tad rezultats noteikti bids vesels
skaitlis. Mazakais pozitivais veselais skaitlis ir 1. Ja paradisim, ka var ieglt véertibu 1, tad uzdevums
bis atrisinats.

Apskatam cetrus péc kartas esoSus naturalus skaitlus n;n + 1;n+ 2;n + 3. levérojam, ka
katram no tiem var pierakstit prieksa ,+” vai ,,—” zZimi t3, lai iegitu summu O:

tn—-m+1)—-n+2)+(n+3)=0

Sagrupéjam skaitlus no 1 lidz 2016 grupas pa Cetri ta, lai katra grupa esoso skaitlu summa batu
0, bet skaitliem 2017 un 2018 prieksa liekam attiecigi ,—” vai ,+":

+1-2—-34+4 +4+5—-6—-7+8 +... +2013 — 2014 — 2015 + 2016 — 2017 + 2018 = 1.
=0 =0 =0

Lidz ar to esam paradijusi, ka salikt zimes, lai ieglGtu summu 1.

.= - 1 1 1 1 2019
8. Pieradit, ka—+—+—+...+ = .
1.2 23 34 2019:2020 2020
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Atrisinajums. levérojam, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba

Tapéc pieradamas vienadibas kreisas puses izteiksmi var parveidot forma:

1+1+1+ 4 1 _(1 1>+<1 1>+<1 1>+ +(1 1)
1-2 2-3 3-4 77772019-2020 \1 2 2 3 3 4 2019 2020

levérojam, ka Saja izteiksmé paradas pretéji skaitli, kuru summair 0, lidz ar to péc vienkarsosanas

paliek tikai divi saskaitamie Zun-— ;, tatad
1 2020

1 1 1 1 1 1 2019

1-2+2-3+3-4+"'+2019-2020:

kas ari bija japierada.

12020 2020

. - y= - . 11 1
9. Vai var atrast tadus 2019 dazadus naturalus skaitlus a4, a,, ..., dz19, ka —t—t. =17
1 2 2019

Atrisinajums. levérojam, ka %+ § + % = 1. Paradisim, ka no n saskaitamajiem var iegut (n + 1)

saskaitamo. Dalam vienadibas % + g + % = 1 abas puses ar 2:
1 N 1 N 1 1
4 6 12

Esam ieguvusi ¢etrus dazadus saskaitamos, kuru summa ir 1.
o . Lo 1 - . .
Atkal dalot iegltas vienadibas abas puses ar 2 un pieskaitot b palielinam saskaitamo skaitu par

1, tas ir, ieglistam piecus dazadus saskaitamos, kuru summa ir 1:
1 1 1 1 1
) CREVEEYR i
Sadi turpinot, ieglsim 2019 dazadus saskaitamos, kuru summa ir un tie visi bds dazadi.
Dazreiz, lai tiktu Iidz intereséjosajam skaitlim, misu apgalvojumu virkné ir jalec nevis par vienu
vietu uz priekSu, bet gan par kadu citu skaitu (pieméram, par septinam — ka to redzésim 10.
uzdevuma).
Spriedumus, kur atseviski jaapliko para un nepara skaitli, jau redzéjam 3. uzdevuma.
10. Ir pieejams neierobezots daudzums 7 un 13 centu pastmarku, kuras izmanto pasta sttijumu
apmaksasanai. Diemzél dazas summas nav iespéjams apmaksat tikai ar Sim pastmarkam (pieméram, ja
sutljums maksa 6, 8 vai 25 centus). Kada ir lielaka summa, kuru nav iespéjams apmaksat izmantojot
tikai $1s pastmarkas?
Atrisinajums. Paradisim, ka 71 centu nav iespé&jams precizi apmaksat ar 7 un 13 centu
pastmarkam. Saja summa ir ne vairak ka piecas 13 centu pastmarkas. Aplikosim, kiada summa
atkariba no izmantoto 13 centu pastmarku skaita bitu jaapmaksa ar 7 centu pastmarkam.

13 centu Summa, kas apmaksata Summa, kas jaapmaksa ar
pastmarku skaits ar 13 centu pastmarkam 7 centu pastmarkam
0 0 71
1 13 58
2 26 45
3 39 32
4 52 19
5 65 6

Neviena no variantiem atlikust summa nav 7 daudzkartnis, tatad So summu nav iespé&jams
apmaksat ar 7 centu pastmarkam. Tatad 71 centu nav iesp€jams precizi apmaksat ar 7 un 13 centu
pastmarkam.

Pieradisim, ka visas summas, kas ir lielakas neka 71 cents, ir iespéjams samaksat ar 7 un 13 centu
pastmarkam. levérojam, ja varam apmaksat n centus, tad, pievienojot klat vienu 7 centu pastmarku,
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varésim apmaksat arin + 7 centus. Tatad mums japarada, ka var apmaksat 72, 73, 74, 75, 76, 76 un

78 centus (skat. tabula zemak).

Kadas summas var

Kadas summas var

Summa Ka apmaksat apmaksat (n € N) apmaksat
72 1-7+5-13 72+ 7n 79; 86; 93; ...
73 3:7+4-13 73+ 7n 80; 87; 94, ...
74 5:-7+3-13 74 +7n 81, 88; 95; ...
75 7-7+2-13 75+ 7n 82; 89; 96; ...
76 9:-7+1-13 76 +7n 83; 90; 97, ...
77 11-7 77 +7n 84; 91, 98; ...
78 13 78 +7n 85; 92; 99; ...
Piezimes
1. Lielako summu, ko nevar apmaksat ar 7 un 13 centu pastmarkam, var ieglt parbaudot summas,

sakot ar 1, 2, 3, 4 utt. centiem, kamér nonakam pie vajadzigas summas (pamatojot, ka lielakas

summas varés apmaksat).

Lielakas summas atrasanai var izmantot ari faktu: ja a un b ir savstarpéji pirmskaitli, tad lielakais
skaitlis, ko nevar izteiktaraun b, irab —a — b.
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Matematiskas indukcijas metode

Teorija un pieméri 10.-12. klasei, gatavojoties Novada matematikas olimpidadei 2019./2020. m. g.

Jau skolas kursa 10. klasé tiek apgtta matematiskas indukcijas metode jeb matematiskas indukcijas
princips, kas ir viens no biezak lietotajiem un svarigakajiem pieradijumu veidiem. Tas parasti tiek
izmantots, lai pieraditu, ka kads izteikums ir patiess visam naturalam n vértibam.

Indukcija (no latinu valodas “inductio” (uzvedinasana, ierosinasana) — logisks slédziens, parejot no
atsevisSkiem gadijumiem uz visparigu secinajumu, no atseviskiem faktiem uz visparinajumu.

Induktiva sprieSana — sprieSanas panémiens, kura secinajumi tiek iegtti, balstoties uz vairaku
eksperimentu vai vérojumu laikd gitiem rezultatiem. Sada veida iegltos spriedumus sauc par
induktiviem spriedumiem.

Domasanas un sprieSanas procesa tiek izteikti dazadi apgalvojumi. Tie var bit patiesi, aplami vai
tadi, kuru patiesumu nav iespéjams noveértét.

Matematiskas indukcijas metode ir viena no aritmétikas aksiomam, tapéc tas patiesums nav
japierada. Péc buatibas indukcijas aksioma apgalvo, ka katru naturalo skaitli var iegut, atkartoti
pieskaitot skaitlim O vieninieku.

Lietojot matematiskas indukcijas metodi uzdevumu risinasana, rikojas péc sada plana:
parbauda, vai apskatama Tpasiba piemit kopas pirmajam elementam (indukcijas baze);
pienem, ka St Tpasiba ir spéka pirmajiem k elementiem (induktivais pienémums);
pierada, ka tad ta ir patiesa ar1 (k + 1)-jam elementam (induktiva pdreja).

S0 0T =

secina: ta ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementam n = k izriet, ka tas ir patiess elementam
n =k + 1, un ta ka izteikums ir patiess pirmajam elementam, tad izteikums ir patiess jebkuram
naturalam elementam n.

Matematiskas indukcijas metodes ilustracija — iedomasimies, ka rinda ir salikti bezgaligi daudzi

domino kaulini. Ja krit pirmais kaulin$, tad nokrit ari otrais, tas savukart nogaz nakamo utt. Sim
procesam turpinoties, visi kaulini tiek nogazti.

Klasiska veida matematiskas indukcijas metodi lieto:

o vienadibu pieradisana;

o dalamibas pieradisana (tas ir, lai pamatotu daliSanas atlikuma vai kada cita invarianta
saglabasanos);

o rekurentas virknes vispariga locekla formulas pieradisana.

Uzdevumu piemeri
1. Pieradtt, ka katram naturalam n ir patiesa vienadiba

1:'4+2-743-10+-++n-GBn+1)=nn+1)>=
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Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1,tad 1-4 = 1-2% jeb 4 = 4.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,
1'442-7+3-10++k-GBk+1)=k(k+ 12
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad,jan = k + 1, tasiir,
144274310+ +k+1)-@Bk+1D+1D)=>(k+1D((k+1)+1)?jeb
1:4+2:74+3-10+-+(k+1)-Bk+4)=(k+1)(k+2)>2
Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:
1-4+2-74+3-10++k-Bk+1)+(k+1)-Bk+4) =
induktivais pienemums
=k(k+1)?+(]k+1)-Gk+4)=((k+1D(k(k+1)+3k+4) =
=(k+1)(k*+4k+4) = (k+ 1)(k + 2)>.
Secindajums. Ta ka vienadiba ir patiesa, jan = 1, un no t3, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet,
ka vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.
2. Pieradit, ka visam naturalam n vértibam izpildas

P3+224+33+4+n3=1+2+34++n)?

Atrisinajums. Izmantojot aritmétiskas progresijas pirmo n loceklu summas formulu, ieglistam, ka

1+2+--+n= M. Tatad pietiek pieradit, ka visam naturalam n vértibam izpildas
n?(n + 1)2
P+23433 440 =¥

Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze.Jan = 1, tad 13 = %jeb 1=1.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,
k%(k + 1)?
—
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k + 1, tas ir,
(k + 1)2(k + 2)?

4

P+234+33+4+k3=

P+224+33 4+ +(k+1)° =

Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:
134+234+33+ -+ k3 +(k+1)° =

induktivais pienemums

2
@(k2 +4(k+1)) =

k2(k + 1)? (k + 1D?(k + 2)?
-1 4
Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, jan = 1, un no t3, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet,
ka vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.
3. Pieradtt, ka visam naturalam n vértibam 7" + 3"*1 dalas ar 4.

+(k+1)3 =

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 7t + 32 = 16, kas dalas ar 4.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, jan = k, tas ir, 7% 4+ 3k+1: 4,
Induktiva pareja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess aritad, jan = k + 1, tas ir, 7%t + 3%%2 : 4,
Parveidojam izteiksmi:
7k+1+3k+2 =7_7k+3_3k+1=7_(7k+3k+1)_4_3k+1
4 :
Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 4, tad ari summa dalas ar 4.
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Secindjums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no t3, ka apgalvojums ir patiess, jan = k,
izriet, ka apgalvojums ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam
vértibam.

4. Pieradit, ka katram naturalam n izteiksme 3n° + 5n* — 8n dalas ar 10.

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze. Jan = 1,tad 3 + 5 — 8 = 0, kas dalas ar 10.

Induktivais pienémums. Pienemsim, jan = k, tad 3k> + 5k* — 8k dalas ar 10.

Induktiva pareja. Pieradisim, jan = k + 1, tad 3(k + 1)°® + 5(k + 1)* — 8(k + 1) dalas ar 10.

Veicam ekvivalentus parveidojumus:
3(k+1)°+5k+1D*—8k+1) =
= 3(k® + 5k* + 10k® + 10k? + 5k + 1) + 5(k* + 4k® + 6k? + 4k +1) —8(k + 1) =
= 3k> + 20k* 4+ 50k3 + 60k? + 27k = 3k® + 5k* — 8k + 15k* + 50k> + 60k? + 35k =
= (3k® + 5k* — 8k) + 5k - (3k3® + 10k? + 12k + 7).

Saskaitamais 3k> + 5k* — 8k dalas ar 10 péc induktiva pienémuma.

Saskaitamais 5k * (3k3 + 10k? + 12k + 7) dalas ar 5, jo satur reizinataju 5, un dalas ar 2, jo

e ja k ir para skaitlis, tad reizinatajs k dalas ar 2;

e ja kir nepara skaitlis, tad reizinatajs 3k3 + 10k? + 12k + 7 ir para skaitlis un tas dalas ar 2.

Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 10, tad art summa dalas ar 10.

No matematiskas indukcijas metodes izriet, ka katram naturalam n izteiksme 3n> + 5n* — 8n
dalas ar 10, kas ari bija japierada.

Dazreiz vajag izmantot citu induktiva sprieduma shému — nevis pamatojam, ka no ieprieksgja
logiski izriet nakamais, bet gan — no diviem iepriek$éjiem izriet nakamais. Tas Jauj rakstit vairak
induktivos pienémumus, bet tad ari induktivo bazi vajag plasaku — japamato gann = 1, gann = 2.

5. Virkne (x,) dota rekurenti ar formulu x,,,, = 5x,,1 — 6x, un x; = 1, x, = 5. Pieradt, ka virknes
visparigais loceklis ir forma x,, = 3™ — 2"™.

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze.Jan = 1,tadx; =3'—2'=1.Jan=2,tadx, =32 —-22=9—-4 =35,

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka formula ir spékajan = kunn =k + 1, tasiir,

xp =3%=2F un  xp,q = 3K — 2k
Induktiva pareja. Pieradisim, ka formulair spéka aritad, jan = k + 2, tasir, X, = 3%+2 — 2k+2,
Izmantojot induktivo pienémumu, ieglistam
X4z = SXppq — 6x) = 5+ (31 —29*1) —6- (3 - 28) =
=5-3kt1 _5.2k*1 _g.3k + 6.2k =
=15-3k-10-2¥-6-3k+ 62k =9.3k — 4.2k = 3k+2 _ pk+2

Secindjums. Ta ka formula ir patiesa, jan = 1 unn = 2, un no t3, ka formula ir spéka, jan =k
un n =k + 1, izriet, ka formula ir spéka ari n = k 4+ 2, secinam, ka formula ir spéka visam
naturalam n vértibam.

6. Skaitlu virknei (a,) visiem n > 1 ir spéka sakariba a, + a, + - + a,, = n?a,,. Aprékinat as,, ja
zinams, ka a; = 1000.

Atrisinajums. levérojam, ka no dotas vienadibas izriet, ka

ai+az+.+anp_q1

n2-1
Apréekinam dazu pirmo virknes elementu vértibas atkariba no a, vértibas:

a, =

(*)

a, = aqq 22_1;

1
aq + a, = aq (1 + 22_1) = a3(32 - 1),

a3 = I (1 + ﬁ) 321—1;
a, +a,+a;=a (1 + 221_1) (1 + 321_1) = a,(4*> - 1).
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Pieradisim formulu

—(1+1>(1+1)<1+ ! )1
=@\t T2 22-1)" U T m—D2-1/n2 -1

vispariga veida, izmantojot matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze. Jan = 2, tad jau paradijam, ka a, = a, PRE

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka formula ir spéka arl, jan = k

—(1+1)(1+1)(1+ 1)1
R N PR 32-1) "\ T k=2 -1/k2-1

Induktiva pareja. Pieradisim, ka formula ir spéka gadijuma, jan = k + 1.
a1+a2+...+ak

No vienadibas (*) pien = k + 1 iegustam ay,q =

(k+1)2-1
No uzdevuma dotas vienadibas izriet a; + a,+...+a, = k?a,, tatad
kzak

VS

Izmantojot induktivo pienémumu, ieglistam vajadzigo

B (1+ 1 ) (1+ 1 ) 1 k? 3
Bt = (T2 )T e— D k-1 k+ D2 -1

:al(1+22_1—1)(1+321—1)"'(1+ﬁ)(k+1ﬁ'

Parveidojam pieradito vienadibu:
22 32 (n— 1)?2 1
22-132-1"m-12-1 n2—1
22.32. . (n—1)?2
22— DR -1 .. (n-1)2 -2 -1)
lzmantojot formulu x? — y2 = (x — y)(x + y), parveidojam iegito vienadibu:
22.3%. . (n—1)? ~ 2
1-2...n=-2) n-1) B 4-..n-n+1) Tam+1)

2 40
50-51 51

an=a1

an=a1

levietojot skaitliskas vértibas, iegustam asy = 1000 -

Citi avoti

A. AndZans, P. Zarin$ “Matematiskas indukcijas metode un varbUtibu teorijas elementi” — Riga, Zvaigzne, 1983.
A. AndZans, U. Kanders “Matematiskas indukcijas metode” — Riga, LU

Pieejams: http://www.lanet.lv/info/matind/index.html#s
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